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基于原子范数的波达方向与时延联合估计方法
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摘 要：为了解决水声通信环境下自主式水下机器人定位难的问题，提出了一种基于原子范数的波达方向

（DOA）与时延联合估计方法。首先，基于水声多径多普勒效应的特点建立信道冲激响应公式，将接收信号用矩

阵形式表示并对参数进行归一化处理。然后，针对水听器阵列的几何结构和多普勒效应带来的相位误差建立一

个新的原子集合，考虑到水声信号在空间域的稀疏性，利用原子范数最小化求解相应的原子。最后，针对由任

意线阵带来半正定矩阵中的子矩阵为非Toeplitz矩阵结构而无法进行Vandermonde分解的问题，定义了一个有关

水听器几何结构的Hermitian集合，利用长椭球波函数进行半正定规划求解，获得DOA和时延的联合估计。实验

结果表明，所提方法在信噪比为20 dB时，DOA估计的均方根误差低至0.2°，在DOA间隔低至3°时仍有77.98%

的估计成功概率，估计时延与实际时延的误差可以达到微秒级。
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Joint DOA-delay estimation approach based on atomic norm
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Abstract: To address the difficult problem of localizing autonomous underwater vehicle in underwater acoustic commu‐

nication environments, a joint DOA-delay estimation approach based on atomic norm was proposed. Firstly, a channel 

impulse response formula was established based on the characteristics of underwater acoustic multipath and Doppler ef‐

fects, and the received signal was represented in a matrix form with normalized parameters. After that, a new set of at‐

oms was established based on the geometric structure of the hydrophone array and the phase error caused by the Doppler 

effects. Considering the sparsity of the underwater acoustic signal in the spatial domain, the corresponding atoms were 

solved using atomic norm minimization. Finally, in order to solve the problem that the sub-matrix in the positive semi-

definite matrix caused by arbitrary linear arrays was a non-Toeplitz matrix structure and could not be decomposed by 

Vandermonde, a Hermitian set about the geometric structure of the hydrophone was defined, and the prolate spheroidal 

wave functions were used to solve the semi-definite programming problem to obtain a joint estimate of DOA and delay. 

The experimental results show that the root mean square error (RMSE) of the proposed approach is as low as 0.2° when 

the signal-to-noise ratio (SNR) is 20 dB, and there is still a 77.98% estimation success probability when the DOA inter‐

val is as low as 3°. The error between the estimation delay and the actual delay can reach the microsecond level.
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0　引言

近年来，自主式水下机器人（AUV, autono‐

mous underwater vehicle）在海洋应用中发挥着越来

越重要的作用。然而，当AUV潜入水中达到一定

深度时只能通过水声信道进行通信，无法通过全球

定位系统进行定位[1]。由于水声信道是一个复杂的

时-空-频变的随机信道，具有多径效应、传输衰

落、多普勒效应和传播时延[2-3]，这给AUV的定位

带来了困难。波达方向（DOA, direction of arrival）

与时延的联合估计方法可以有效解决AUV的定位

问题。其中，DOA估计提供了关于声源方向的信

息，用来确定声源的大致位置。而时延估计则提

供了声源与水听器之间距离的信息，进一步确定

了声源的精确位置。目前，主流的基于信号子空

间的参数估计算法，如多重信号分类（MUSIC, 

multiple signal classification）算法[4]和基于旋转不

变技术估计信号参数（ESPRIT, estimation of signal 

parameters via rotational invariance techniques） 算

法[5]，在假设信号不相干的前提下，通过特征值分

解将测量空间分解为信号子空间和噪声子空间以获

得准确的参数估计。然而，在水声多径场景下，由

于各路径信号之间只差了一个复常数而产生了相干

信号。因此，信号不相干的假设会导致基于信号子

空间的参数估计算法出现秩亏问题而失效。此外，

基于信号子空间的参数估计算法对噪声和异常值非

常敏感，且依赖于信号的一些先验知识和理想的收

发阵列模型[6]，因此不适用于水下多径信号的

DOA估计。

为了实现多径场景下的DOA估计，文献[7]提

出了前后向平滑（FBSS, forward-backward spatial 

smoothing）去相干算法，但是该算法减小了阵列

的有效孔径，降低了分辨率，且只能应用于均匀线

性阵列（ULA, uniform linear array）。最大似然[8]

（ML, maximum likelihood）方法可以解决这个问

题，但是计算量很大。为了消除分辨率限制，许多

基于稀疏信号的方法被应用于估计水下多径信号的

DOA，如压缩感知[9]（CS, compressive sensing）方

法，由于该方法假设点源位于网格上，因此会出现

基不匹配[10]的问题，从而导致性能降低。如果将

网格划分得更细，则可实现更高的恢复精度，但同

时会使计算复杂度过高[11]。基于原子范数最小化

（ANM, atomic norm minimization） 的 无 网 格 方

法[12-14]可以有效解决基不匹配的问题，实现连续域

上的参数估计，在信号的精度恢复上存在优势。

ANM也可以用来解决二维参数估计问题[15-16]。其

中，基于向量化的ANM具有噪声鲁棒性并且适用于

单快拍的场景，但是计算复杂度较高。文献[17]提出

的解耦ANM可以显著降低计算复杂度。上述基于

ANM的无网格方法要求阵列必须具有等间距[14,18]，

才可以利用阵列协方差矩阵的 Toeplitz 结构进行

Vandermonde分解，进而估计相应的DOA。然而，

部署在AUV上的水听器由于海水腐蚀和其他外部

因素影响，设备的物理损坏是不可避免的。因此，

本文考虑更为普遍的非均匀线性阵列（NLA, non-

uniform linear array）。NLA相较于ULA在相同的水

听器数目下可以扩大阵列孔径，具有阵元间互耦效

应小的优点。此外，一些特殊的阵列结构，如互质

阵列[19]和稀疏阵列[20]，能够有效扩展自由度。文

献[21-22]提出了利用阵列插值和流形分离的虚拟

ULA的阵列流形来近似NLA的阵列流形，但扩展

了信号长度使其计算复杂度增加。文献[23]通过傅

里叶级数来逼近任意的阵列流形，但其只应用一维

DOA估计。文献[24]考虑了增益相位误差场景下的

DOA估计问题，提出了一种增益相位-原子范数最

小化（GP-ANM, gain-phase ANM）方法。然而，

上述方法没有考虑到由于信源运动而产生的多普勒

效应对估计精度的影响。此外，现有的原子范数要

求阵列结构是均匀的，无法适用于水声多径场景下

的非均匀线性阵列结构。因为对现有原子范数软阈

值问题转化成半正定规划（SDP, semidefinite pro‐

gram）问题进行求解时，半正定矩阵中的DOA信

息子矩阵为非 Toeplitz 矩阵，无法通过 Vander‐

monde分解得到DOA。

针对上述问题，本文提出了一种基于原子范

数的波达方向与时延联合估计方法（DDAN, joint 

DOA-delay estimation approach based on atomic 

norm）。DDAN 可以对具有水声多径效应和多普

勒效应场景下的任意线阵信号模型实现 DOA 与

时延的联合估计。首先，建立信道冲激响应（CIR, 

channel impulse response）公式，在接收端进行快

速傅里叶变换（FFT, fast Fourier transformation）得

到信道状态信息（CSI, channel state information）

的最小二乘估计，将接收信号用矩阵形式表示，并

对时延和DOA参数进行归一化处理。然后，建立
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一个有关水听器阵列位置和多普勒效应带来的相位

误差的原子集合。考虑到水声信号在空间域的稀疏

性，构造了包含多普勒、时延和DOA的原子范数

以及原子范数软阈值问题，证明了原子范数软阈值

问题中发送信号的原子范数等于半正定矩阵中斜对

角线矩阵元素迹之和的一半，将原子范数软阈值问

题转化成可求解的SDP问题，获得DOA和时延的

联合估计。

1　信号模型

本文假设在每个AUV上都部署了M个非均匀

线性水听器，这些水听器相对于参考水听器的位置

表示为 p = {p1,p2,⋯,pM}d ∈ RM，选取第一个水听

器作为参考水听器，因此 p1 = 0；d =
λ
2
为水听器

之间的单位间隔，λ为波长。假设一个具有K个子

载波的正交频分复用（OFDM, orthogonal frequency 

division multiplexing）信号有L条不同的传播路径，

则CIR可表示为

h ( t ) = ∑
l = 1

L

αl a (θl ) δ (t - τl )ej2πfdt (1)

本文假设所有的路径具有相同的多普勒参数 fd，

并且路径的复衰减、时延和多普勒参数在块时间间

隔内恒定。其中，αl = |αl |ejψl 表示第 l条路径的复

衰减，|αl |表示第 l条路径的振幅，ψl表示第 l条路

径的相位，在区间(0,2π)上服从均匀分布，a (θl )表
示导向矢量，τl 和 θl 分别表示第 l条路径的传播时

延和DOA。假设第k个子载波的频率为 fk，则第m个

水听器对第 l条路径的阵列响应可表示为

a (θl )m
= e-j2πfkτm( )θl (2)

其中，τm(θl ) =
pmd sin θl

c
表示第 l条路径中第m个

水听器和参考水听器的相对传播时延，c 表示声

速，fk = fc + kΔf，fc表示载波频率，Δf表示OFDM

子载波间隔。

在接收端通过调整FFT窗口，就可以得到第m

个水听器和第 k个子载波之间的CSI的最小二乘估

计，表示为

hm,k = ∑
l = 1

L

αl e
-j2π ( )fc + kΔf ( )τl + τm( )θl ej2πfdτl + nm,k (3)

其中，nm,k 表示第m个水听器和第 k个子载波处的

加性白高斯噪声，服从均值为0、方差为 ρ2的高斯

分布，其中- K - 1
2

≤ k ≤ K - 1
2

且1 ≤ m ≤ M。

根据关系式τm(θl ) =
pmd sin θl

c
，其中d =

λ
2

=
c

2fc

，

sin θl ∈[ - 1,1] ， 可 得 τm(θl ) ∈ é
ë
êêêê - pmd

c
,
pmd

c
ù
û
úúúú =

é

ë
êêêê - pm

2fc

,
pm

2fc

ù

û
úúúú。在本文实验中，水听器的位置

pm ∈ [0,20]，因此 τm(θl ) ∈ é

ë
êêêê - 10

fc

,
10
fc

ù

û
úúúú。由于 τl ∈ 

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú- 1

2Δf
,

1
2Δf

，并且在实际情况下 fc ≫ Δf，因此

τm(θl )的取值范围远小于 τl的取值范围。在本文实

验中，载波频率 fc 为 13 kHz，子载波间隔 Δf 为

9.54 Hz，计算可得τm(θl ) ∈ [ - 0.000 769, 0.000 769]
和 τl ∈ [ - 0.052 4, 0.052 4]，因此对于同一水听器

上相邻 2 个子载波的 CSI，由 DOA 引入的相移

2πΔfτm(θl )与 2πΔfτl 相比可忽略不计，则式(3)可近

似为

hm,k ≈ ∑
l = 1

L

αl e
-j2πfcτle

-j2π
fc pmd sin θl

c
e-j2πkΔfτlej2πfdτl + nm,k   (4)

将式(4)表示成矩阵形式并进行归一化处理，

表示为

H = A ( θ͂ )ΛCBΤ( τ͂ ) + N = X + N (5)

其中，H =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úh
1,- K - 1

2

⋯ h
1,

K - 1
2

⋮ ⋱ ⋮
h

M,- K - 1
2

⋯ h
M,

K - 1
2

∈ CM × K为接收

信号矩阵， ( ⋅ )Τ 为转置符号，A ( θ͂ ) = [a ( )θ͂1 , 

]a ( )θ͂2 ,⋯,a ( )θ͂L ∈ CM × L为阵列流形矩阵，a (θ͂l )m
= 

e-j2πpmθ͂l 为 a (θ͂l ) 的 第 m 项 ， 且 θ͂l =
fcd sin θl

c
∈  

é
ë
êêêê ù

û
úúúú- 1

2
,
1
2
； B ( τ͂ ) = [b ( τ͂1 ) ,b ( τ͂2 ) ,⋯,b ( τ͂L ) ]∈ CK × L 为

时延参数矩阵，b ( τ͂l ) k
= e-j2πkτ͂l为b ( τ͂l )的第k项，且

τl ∈ é

ë
êêêê - 1

2Δf
,

1
2Δf

ù

û
úúúú，因此 τ͂l = Δfτl ∈ é

ë
êêêê - 1

2
,
1
2
ù
û
úúúú；Λ=

diag ( β )∈CL×L，β=[ β1,β2,⋯,βL ] ，其中，βl = αle
-j2πfcτl

由待估计的第 l条路径的复衰减和时延构成，C =

diag (ej2πfdτ1,⋯,ej2πfdτL ) ∈ CL × L 为包含多普勒参数和
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时延的矩阵，N =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ún
1,- K - 1

2

⋯ n
1,

K - 1
2

⋮ ⋱ ⋮
n

M,- K - 1
2

⋯ n
M,

K - 1
2

∈ CM × K

为噪声矩阵。

本文的目标是通过H估计出L条路径的参数对

(τl,θl )。
2　基于原子范数的DOA-时延估计方法

根据以上模型定义带相位误差矩阵形式的原子

集合AM为

AM ≜ {ejψs ( )fd,τ͂ Γ ( )θ͂,τ͂ ∈ CM × K,

θ͂,τ͂,fd ∈ é
ë
êêêê ù

û
úúúú- 1

2
,
1
2

, }ψ ∈ [ ]0,2π (6)

其中，s ( fd,τ͂ ) ≜ e
- j2π ( )fc - fd τ͂

Δf 为多普勒效应所带来的

相位误差，Γ (θ͂,τ͂ ) ≜ a (θ͂ )bΤ( τ͂ )。式(5)中的信号 X

可看作由原子集合AM 的凸包 conv (AM )中选择最

少的原子构成，基于上述原子集合AM，对应的原

子范数可表示为

 X AM
=inf {l>0:X∈l conv (AM )}=

inf
ejψl s ( )fd,τ͂ Γ ( )θ͂,τ͂ ∈AM

ì
í
î

ïï ü
ý
þ

ïï|

|

|
||
|∑

l
||αl X=∑

l
||αl ejψl s ( )fd,τ͂l Γ ( )θ͂l,τ͂l

(7)

根据上述原子范数的定义，原子范数软阈值问

题[12]可表示为

min
X
η X AM

+  H - X
2

F
(8)

其中， H - X
2

F
用来控制噪声项， X AM

用来增

强稀疏性，η表示正则化参数。

实际上，式(8)是一个NP难问题，当 ( τ͂l,θ͂l )满
足时延和 DOA 的最小可分辨间隔条件，且 L ≤
min (M,K )时，可以把式(8)转化成式(9)所示的SDP

形式进行求解，证明见附录1。

min
P ∈ Z,ux,X

η
2 ( )tr ( )P + tr ( )toep (ux ) +  H - X

2

F

          s.t.   ( )P X
X Η toepΤ (ux )

≽ 0 (9)

其中，( ⋅ )Η为共轭转置符号，≽为半正定符号，

toepΤ (ux ) ∈ CK × K 为 Hermitian Toeplitz 矩阵，具体

形式为

toepΤ (ux ) =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
u1 u2 ⋯ uK

uΗ
2 u1 ⋯ uK - 1⋮ ⋮ ⋱ ⋮

uΗ
K uΗ

K - 1 ⋯ u1

(10)

其中，toep (ux )包含时延信息。由于水听器之间不是等

间距的，因此包含DOA信息的P无法构成Toeplitz矩

阵。定义Z为Hermitian集{a (θ͂ )aΗ(θ͂ ) ,θ͂ ∈ é
ë
êêêê - 1

2
,
1
2
ù
û
úúúú}

的闭锥凸包，且P ∈ CM × M，P ∈ Z意味着P可以表

示为 P = ∑
l

ϖla (θ͂l )aΗ( )θ͂l 的形式，其中 ϖl ≥ 0。

由于式(9)中的 P 为非 Toeplitz 矩阵结构，因此无

法通过 Vandermonde 分解得到相应的 DOA，本文

利用长椭球波函数构造P，使得P ∈ Z。定义L2为

é
ë
êêêê - 1

2
,
1
2
ù
û
úúúú 上 所 有 平 方 可 积 函 数 的 集 合 并 且

w = πpM。对任意的 r ∈ L2，长椭球波函数可定义

为线性映射 ς:L2 → L2 的特征函数，如式 (11)

所示[25]。

(ςr ) (υ ) = ∫-1

1

eiwζυ r (ζ )dζ, ∀υ ∈ [-1,1] (11)

因此，第 i 个长椭球波函数 ri 满足 ςri =  γiri，

其中 γi 为 ς的第 i 个特征值，| γi | ≥ | γi + 1 |，根据文

献[26]，当 i 大于
2w
π

时 || γi 趋于零，将所需长椭球

波函数的数量限制为NP =  { |
|
||||min

i
2

  || γi < ϵ}，其中 ϵ

为期望的精度，对式(9)中的变量P ∈ Z使用长椭球

波函数。

引理1[25]　当且仅当存在v0 ∈ R，v1,⋯,vNP ∈ C
使得E ≽ 0和Ψ (E ) ≽ 0，则 P ∈ Z，其中，Pq1,q2

=

d Τ
q1,q2

Φ-1 [ v∗
NP

,⋯,v∗
1,v0,v1,⋯,vNP

]Τ， q1,q2 ∈ [1,M ]，

Φq1,i = ri - 1( q1 - NP - 1
NP ) ，dq1,q2

(i ) = ri - 1( pq1
- pq2

pM )，
E = toep (v0,v1,⋯,vNP

)， J1 = [ INP
,0NP × 1 ]，J2 =

[ 0NP × 1,INP
] ，Ψ (E ) = tan2 (

w
2NP

) ( J1 + J2 )E ( J1 +

J2 )Η-( J1 - J2 )E ( J1 - J2 )Η，INP
是 NP × NP 维的单

位矩阵，0NP × 1 是 NP × 1 维所有元素为 0 的向量，

Φ ∈ R(2NP + 1) × (2NP + 1)，dq1,q2
∈ R( )2NP + 1

。
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利用引理 1，式(9)中的ANM问题可以由以下

SDP形式表示为

min
v0,v1,⋯,vNP

 ,ux,X

η
2 ( )tr ( )P + tr ( )toep (ux ) +  H - X

2

F

s.t.   ( )P X
X Η toepΤ (ux )

≽ 0

     Pq1,q2
= d Τ

q1,q2
Φ-1 [ v∗

NP
,⋯,v∗

1,v0,v1,⋯,vNP
]Τ

     E = toep (v0,v1,⋯,vNP
) ≽ 0

  
Ψ ( )E = tan2( )w

2NP

( J1 + J2 )E ( J1 + J2 )Η -
 ( J1 - J2 )E ( J1 - J2 )Η ≽ 0

     
(12)

得到的最优值 Ê 满足 Vandermonde 分解，表

示为

Ê = |αl |ω ( )2πθ̂l pM

NP

ωΗ( )2πθ̂l pM

NP

(13)

其中，ω (ϑ ) = [1,e-jϑ,⋯,e-jϑNP ]，可以得到 θ̂。

定义矩阵W ( )ξ,z 为

W (ξ,z ) = [ zξ0⋯zξK - 1 ]Τ = [w (ξ,z1 )⋯w (ξ,zL ) ]  (14)

其中，ξ0,ξK - 1 ∈ é
ë
êêêê - K - 1

2
,
K - 1

2
ù
û
úúúú，z ∈ CL，并且

w (ξ,z1 ) = [ z1
ξ0⋯z1

ξK - 1 ]Τ ∈ CK。

将 toep (ux ) 进行特征值分解取噪声子空间

UN ∈ CK × ( )K - L 计算零谱，如式(15)所示。

G ( z ) =  U Η
N w ( )ξ,z

2

2
=

w (ξ,z )ΗUNU Η
N w (ξ,z ) =

w (ξ, 1
z ) ΤUNU Η

N w (ξ,z ) (15)

其中，| z | = 1，S = UNU Η
N ∈ CK × K，当子载波索引连

续时，G ( z )可展开成关于z的多项式，如式(16)所示。

G ( z ) = s-( )K - 1 z-( )K - 1 + ⋯ + sy zy + ⋯ + s( )K - 1 z ( )K - 1

(16)

其中，sy = ∑
k1,k2

K - 1

Sk1,k2
，k1 - k2 = y，sy 为 S对角线上

的和，多项式G ( z )的阶数为 2 (K - 1)，其有 (K -
1)对相互共轭的根，在这(K - 1)对根中，有L个根

z1,⋯,zL 在无噪声的情况下正好分布在单位圆上，

在有噪声的情况下分布在单位圆附近。当子载波索

引非连续时，G ( z )可展开为

G ( z ) = ∑sqg
z

qg (17)

其中，sqg
= ∑

k1,k2

K - 1

Sk1,k2
,ξk1

- ξk2
= qg为S指定行列元素

的和，qg为两子载波索引之差，{ |( )k1,k2 ξk1
- ξk2

= qg, 

}k1,k2 ∈ [ ]0,K - 1 只与子载波的索引有关，避免了

谱峰搜索。

通过求解多项式(16)的解，取距离单位圆 10-4

之内的解。利用归一化 zl = e-j2πτ͂l = e-j2πτlΔf求出每条

路径的时延 τ̂l = - ∠zl

2πΔf
，其中∠表示求相位角。

为了得到 L条路径的参数对 ( τ̂l,θ̂l )，需通过简

单的配对原则，如式(18)所示。

f ( τ̂l )l = 1,⋯,L = arg max
θ̂

|aΗ ( θ̂ ) X̂b∗( τ̂l ) | (18)

算法1列出了本文方法涉及的主要步骤。

算法1 基于原子范数的DOA与时延联合估计

算法

输入 接收信号矩阵H，正则化参数η

输出 DOA与时延对( τ̂l,θ̂l ) ,l ∈ [1,L]

1) 将 H、η代入式 (12)求得最优解 X̂、 ûx 和         

v0,v1,⋯,vNP

2) 利用ûx和v0,v1,⋯,vNP
根据式(12)构成toep ( ûx )     

 和E

3) 对E进行Vandermonde分解，根据式(13)通   

过 θ̂l = arcsin ( - NPc∠ϑl

2πpMdfc )得到 θ̂

4) 对 toep ( ûx )进行特征值分解得到噪声子空间  

UN，计算S = UNU Η
N

5) 计算式(16)的解，取靠近单位圆的解，根据 

τ̂l = - ∠zl

2πΔf
得到 τ̂

6) 根据式(18)进行配对得到( τ̂l,θ̂l ) ,∀l

3　计算复杂度分析

本节将对 DDAN、交替投影（AP, alternating 

projections）方法[27]、两步多普勒（2step-Dopper）

方法[28]的计算复杂度进行比较和分析。

DDAN 的计算复杂度主要由求解 SDP 问题

O (Ni max ((M + K ) 3
, (NP + 1) 3 ) )、计算零谱O (K 3 + 

)K 2 ( )K - L ≅ O ( )K 3 和 Vandermonde 分解 O (NP
2 ) 构
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成，其中，Ni 为迭代的次数，NP 为长椭球波函数

的数量，因此总的计算复杂度为 O (Ni max ((M +

K ) 3
, (NP + 1) 3 ) + N 2

P + K 3 )。
AP方法[27]的计算复杂度为O (NiM

3 K 3 )，其中，

Ni为迭代的次数。2step-Dopper方法[28]的计算复杂度

为O (M 2 Nc Nd + KDkM 3 ) ≥ O (M 4 )，其中，Nc 为多

普勒测量的周期数，Nd 为多普勒离散傅里叶变换

（DFT, discrete Fourier transform）大小，且Nd ≫ Nc >

M，KDk为分数多普勒相同但DOA不同的目标数。

4　实验结果与分析

为了验证本文方法的有效性，将其与AP方法

和 2step-Doppler方法进行性能比较。AP方法采用

参数交替优化的思想，通过交替投影在不同参数子

空间中寻找最优解，适用于非均匀水听器阵列环境

下的参数估计问题。2step-Doppler方法采用分数多

普勒、整数多普勒和DOA联合估计的方法，在多

路径传播环境下，可以有效减少参数估计误差。仿

真实验在 Microsoft Windows11 系统的计算机上使

用MATLAB R2016b进行仿真。计算机配置为 Intel

(R) Core(TM) i5-12500H CPU @ 2.5 GHz。本文采

用 Q = 200 次蒙特卡罗实验下计算均方根误差

（RMSE, root mean squared error），定义为

RMSE =
1
L ∑

l = 1

L 1
Q ∑

q = 1

Q

( )θ̂l,q - θl,q

2
(19)

其中，θ̂l,q为第q次实验时第 l条路径的估计值，θl,q

为真实值。

本文利用Bellhop工具箱对水声多径信道进行

实验仿真，环境数据采用了在卡迪兹地区西班牙

湾的海试真实数据。其中，水体温度在 25℃至

35℃之间，空气湿度约为 98%，海况较平静，气

压约为 1 013 hPa，风速为 12 m/s，AUV部署在海

深 10 m处，接收方带有 15阵元垂直非均匀线阵的

全向水听器，与发送方位于同一深度，水平距离

为 16 m，环境噪声功率为-20 dB，吸收损耗参数

为 4，传播损耗参数为 10，其他实验参数如表 1所

示。其中，路径个数为 4，AP方法需要假设该信

息是先验已知的，而 2step-Doppler 方法和 DDAN

不需要该假设。

表2给出了3种方法的运行时间，其中，M=15，

K=33，AP方法中设置最大迭代次数为40次，运行

时间为9.576 s；2step-Doppler方法的Nc为20，Nd为

100，运行时间为 6.208 s；DDAN 的运行时间为

1.821 s，远低于AP方法和2step-Doppler方法。 

图 1 给出了克拉美-罗下界（CRLB, Cramer-

Rao lower bound）及不同DOA估计方法均方根误

差与信噪比（SNR, signal-to-noise ratio）的关系。

由于水下环境噪声较大，SNR范围设置为[-10,20] dB。

由图1可知，AP方法在 SNR为[-10,0] dB情况下估

计精度最差，这是因为水下环境噪声较大会影响协

方差矩阵的特征值分解，破坏信号子空间与噪声子

空间的正交性，从而导致其无法有效分离。2step-

Dopper方法需要先根据多普勒频谱估计分数多普

勒，在低信噪比下存在谐波会混淆信号的频谱特

征，影响后续DOA和整数多普勒的估计。DDAN

在SNR为-5 dB时表现出4°左右的估计精度，其他

方法的估计精度在10°以上，这是因为DDAN在目

标函数中考虑了噪声项，并利用正则化参数平衡了

与稀疏性的关系，并且在 SNR 为 0~20 dB 时，

DDAN的估计误差最低，低至0.2°，表明了DDAN

的有效性。

  表1　 实验参数

参数

水听器个数M/个

水听器间隔d/m

水听器位置P/m

载波频率 fc/kHz

子载波间隔Δf/Hz

子载波个数K/个

路径个数L /个

真实时延 τ/ms

真实DOA θ

数值

15

0.058

[0,1,2,3,4,6,9,10,13,14,15,17,18,19,20]d

13

9.54

33

4

[15.294,45.113,30.799,55.996]

[26.533°，63.865°，100.016°，103.566°]

  表2　 3种方法的运行时间

方法

AP

2step-Doppler

DDAN

运行时间/s

9.576

6.208

1.821
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图2给出了不同DOA估计方法均方根误差与阵

元数的关系。在SNR=10 dB且其他条件相同的情况

下，阵元数以5为间隔从10增加到30，当阵元数增

加时，阵列孔径扩大了，DOA估计误差会减小，表

明随着阵元数增加所有方法的RMSE都有所降低。

在不同阵元数下，DDAN相较于AP方法和 2step-

Doppler方法RMSE更低，具有更高的估计精度。

图 3 给出了在 SNR=10 dB、DOA 的最小可分

辨间隔为0.005°条件下的空间谱，其中虚线为真实

DOA的位置，实线为DDAN的空间谱，点线为AP

方法的空间谱。从图 3中可以看出，DDAN有 4个

谱峰，AP 方法仅有 3 个谱峰，无法成功估计出

103.566°这个DOA。DDAN要求各个参数满足的最

小可分辨间隔条件为充分非必要条件。其中，

DOA最小间隔需要满足的最小可分辨间隔条件可

表示为 Δθ͂ = min
i ≠ j

| θ͂i - θ͂j | ≥ 1

ê
ë
êêêê ú

û
úúúúM - 1

4

= 0.33，时延

最小间隔需要满足的最小可分辨间隔条件可表示为

Δτ͂ = min
i ≠ j

| τ͂i - τ͂j | ≥ 1

ê
ë
êêêê ú

û
úúúúK - 1

4

= 0.125。 由 于 DDAN

定义的矩阵形式原子集合只要当一个参数满足最小

可分辨间隔条件时，另一个参数的最小可分辨间隔

条件可以降低。在本文实验中，时延最小间隔

min
i ≠ j

| τ͂i - τ͂j | = 0.136 6 > 0.125，满足时延间隔的最

小可分辨间隔条件，因此DOA间隔Δθ͂低至 0.005°

时仍有较高的估计成功概率，可以成功分辨出

100.016°和103.566°这2个相近的DOA。

图4给出了不同方法估计成功概率的比较。在

M=15、K=33、SNR=10 dB的条件下，仅考虑 θ1 =

100° 和 θ2 = 100° + Δθ这 2 个 DOA，其中 Δθ从 15°

减小到3°，如果每个估计值与实际值之间的误差小

于 5‰，则认为该估计值是成功的。当Δθ为 15°到

5°时，DDAN 具有 90% 以上的估计成功概率。当

Δθ低至 3°时，DDAN仍具有 77.98%的估计成功概

率。这是因为DDAN利用信号的稀疏性和低秩性

将其转化为一个凸优化问题，避免了网格搜索的过

程，从而降低了计算复杂度。此外，由于满足了时

延间隔的最小可分辨间隔条件，当 Δθ变小时，

DDAN 的估计成功概率并没有显著降低。2step-

Doppler方法通过DFT得到多普勒频谱，然后基于

该频谱进行分数多普勒的精细估计，这一步骤的计

算复杂度为O (M 2 Nc Nd ) ≥ O (M 4 )。整数多普勒和

DOA是对代价函数进行搜索得到，计算复杂度为

O (KDkM 3 )。由于DFT频谱的分辨率取决于搜索间

隔，因此当Δθ变小时，频谱上的能量会更加集中，

−10 −5 0 5 10 15 20
SNR/dB

0.1°

1°

10°

100°
RM

SE
AP
2step-Doppler
DDAN
CRLB

图1　RMSE与SNR的关系（M=15）
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图2　RMSE与阵元数M的关系（SNR=10 dB）
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影响分数多普勒的精度。由于DOA和整数多普勒参

数之间的耦合效应会导致代价函数出现多个局部极

小值，这个问题在Δθ变小时尤其明显，进而降低了

参数估计的精度，因此当Δθ低至3°时，估计成功概

率为 37.34%。AP方法在每次迭代中都需要进行特

征值分解，计算复杂度为 O ((MK ) 3 )。当 Δθ变小

时，信号的空间特性会发生变化，并且多普勒参数

的影响导致特征值分解过程不准确，影响半正定矩

阵在2个低秩空间之间进行投影的过程，从而降低了

估计的精度。当Δθ低至6°时，其RMSE增加到4°，

导致AP方法的估计成功概率明显降低。当Δθ低至

3°时，AP方法的估计成功概率仅为1.36%。

图5描绘了多项式的根与真实时延的关系，其中

虚线为单位圆， 表示真实时延的位置，根据欧拉公

式计算得出实部为 cos ( - 2πτlΔf )，虚部为 sin ( -
2πτlΔf )，∘所在的位置是根据式(16)中关于z的多项式

G ( z )计算得出的根。当子载波个数K=33时，多项式

G ( z )的次数为64，其中有32对相互共轭的根，在求

解出的64个根中取距离单元圆10-4内的根就是算法1

想找的根，一共有4个根在单位圆附近与真实时延的

位置重叠，找到的根与真实时延的关系为

zl = e-j2πτlΔf。根据算法1的步骤5)τ̂l = - ∠zl

2πΔf
计算得到

的估计时延为[15.296,45.118,30.792,55.994] ms，与

实际时延的误差在微秒级。目标运动会对距离参

数产生相位误差，导致距离误差在厘米级，且

2step-Doppler方法要求目标运动速度最大不能超过

1.521 9 m/s，因此时延的误差在毫秒级以上。

5　结束语

为了解决水声通信环境下自主式水下机器人定

位难的问题，本文提出了一种基于原子范数的

DOA与时延联合估计方法。该方法根据水听器阵

列的几何结构和多普勒效应带来的相位误差定义了

一个新的原子集合，利用原子范数捕捉水声信号的

稀疏性，针对由任意线阵带来半正定矩阵中的子矩

阵为非 Toeplitz 矩阵结构而无法进行 Vandermonde

分解的问题，定义了一个有关水听器几何结构的

Hermitian集合，利用长椭球波函数进行半正定规

划求解并获得DOA和时延的联合估计，避免了对

比方法中的迭代搜索和特征值分解等高计算量步

骤，保证了全局最优解的获得。与现有方法相比，

DDAN在估计DOA时具有更高的估计精度和分辨

率，估计时延与真实时延的误差可以达到微秒级。

附录1　　原子范数的SDP形式

令 g (ux,P ) =
1
2 ( tr ( P͂ ) + tr ( toep ( u͂x )) )，用 S +

X (ux,P ) 表

示对于给定X ∈ CM × K 条件下满足半正定矩阵的可行集合

(ux,P )，如式(20)所示。

S +
X (ux,P ) =

ì
í
î

ü
ý
þ

(ux,P )
|

|

|
||
| ( )P X

X Η toepΤ (ux )
≽ 0,P ∈ Z     (20)

令 SDP ( X ) = min
(ux,P ) ∈ S +

X (ux,P )

g (ux,P )，接着证明 SDP ( X ) =

 X AM
。

首先，证明SDP ( X ) ≤  X AM
。

对于任意的X ∈CM × K存在唯一的分解X =∑
l
|αl |ejψl s ( )fd,τ͂l ⋅ 

Γ ( )θ͂l,τ͂l 且 ejψl s ( fd,τ͂l ) Γ (θ͂l,τ͂l ) ∈ AM，因此  X AM
= ∑

l
||αl 。
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接下来，根据本文的信号模型构造 toep ( u͂x )和 P͂，具体形式

如式(21)和式(22)所示。

toep ( u͂x ) ≜ ì
í
î
∑

l
||αl b ( )τ͂l bΗ( )τ͂l , }τ͂l ∈ é

ë
êêêê ù

û
úúúú- 1

2
,
1
2

(21)

P͂ ≜ ì
í
î
∑

l
|αl |a (θ͂l )aΗ(θ͂l ) ,θ͂l ∈ é

ë
êêêê ù

û
úúúú- 1

2
,
1
2

ü
ý
þ

(22)

可得到

( )P͂ X
X Η toepΤ ( u͂x )

= ∑
l

||αl ( )a ( )θ͂l

e-jψl s̄lb
∗( )τ͂l ( )a ( )θ͂l

e-jψl s̄lb
∗( )τ͂l

Η

≽ 0

(23)

因为( u͂x,P͂ ) ∈ S +
X (ux,P )，因此

g (u͂x,P͂ ) =
1
2 ( tr ( P͂ ) + tr ( toep ( u͂x )) ) =

∑
l

||αl =  X AM

(24)

又因为 SDP ( X ) 为在集合 S +
X (ux,P ) 中 g (ux,P )的最小

值，可推得SDP ( X ) ≤  X AM
。

接下来，证明SDP ( X ) ≥  X AM
。

X = ∑
l
|αl |ejψl s ( )fd,τ͂l a (θ͂l )bΤ( τ͂l ) =

∑
l
( )||αl K a (θ͂l ) bΤ( )τ͂l

 bΤ( )τ͂l

ejψl s ( fd,τ͂l ) (25)

其中， bΤ( )τ͂l = K，













 











bΤ( )τ͂l

 bΤ( )τ͂l

ejψl s ( )fd,τ͂l = 1。因为a (θ͂l ) 
bΤ( )τ͂l

 bΤ( )τ͂l

ejψl s ( )fd,τ͂l 与文献[29]中的多测量向量（MMV, mul‐

tiple measurement vector）原子具有相同的结构，所以可以

得出 X AMMV
= K∑

l
||αl ， X AM

= ∑
l

||αl =
 X AMMV

K
。

SDP ( X )与
1

K
SDPMMV ( X )有相同的目标函数，但在

SDP ( X )半正定矩阵中有一个额外的P ∈ Z条件，因此可得

SDP ( X ) ≥ 1

K
SDPMMV ( X ) =

 X AMMV

K
=  X AM

(26)

证毕。
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