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Aiming at the issue that the computational effort the complexity and the running time of PESA algorithm are

increasing rapid ly with the growth of the solutions set number, a comentropy-based PESA algorithm (C-PESA) by merg-

ing the entropy value metric into PESA algorithm was proposed. According to the distributed characteristic of the entropy 

value metric over the Pareto solution set, the proposed algorithm could determine whether the population has developed 

to the mature stage, which is reached when the number    iterations is 1 300 in C-PESA. Thereby, the optimization 

process can be finished as soon as possible, and in a certain extent, the time complexity of PESA was simplified. Simula-

tion results show that the computational effort of C-PESA increases linearly with the ris ing number of solutions. Mean-

while, the computation time is improved almost four times, and the evolutionary computation effic iency is also enhanced.
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针对 算法所需的计算运算量、计算难度及运算时间都随着解集数量的增加而急剧增加的问题，将

熵值度量指标引入到 算法中，提出了基于信息熵的 算法 。该算法

根据信息熵指标在量化度量 解集的分布特性，判断种群进化是否到达成熟阶段，本算法迭代 次时即

到达成熟阶段，从而尽早结束了算法复杂的优化过程，在一定程度上简化了 算法的时间复杂度。仿真结果

表明，随着进化种群数量的增长， 算法的计算量只是呈现线性增加，算法的计算时间缩短接近 倍，进

化计算效率得到提高。
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最近 年来，进化算法已被成功应用于多目

标优化领域，演变为进化多目标优化

。从第一代进

化多目标优化算法的典型代表矢量评价遗传算法

，以及

第二代进化多目标优化算法中的

，到当前基于

多种新型进化机制进行多目标优化算法，都是通过

不同的方法结合进化计算来更有效地求解多维多

目标优化问题。

这其中， 算法充分利用了精英保留策略 ，

设置了内、外部种群，寻找并删除外部种群中拥挤

系数最大的个体。 算法的经典之处在于，采

用了网格方法（ ）将个体空间划分成若干

个格子（ ），这样每个个体就与某个网格

相互关联，从而用选择网格代替个体选择

（ ），利用网格法记录解集

信息。网格法保持种群的多样性，为判断解点

（ ）是否存在提供了方便，在一定程度上提

高了算法的效率。然而针对 算法，其时间复

杂度可以表示为 ，这里 和 分别为进

化种群和外部种群的大小。根据 可

以看出，随着解集数量的增加， 算法进行进

化计算所需的运算量、计算难度及运算时间都将急

剧增加，这将给进化计算的进行带来极大麻烦。

作为一种同样采用网格法记录进化种群信息的

度量指标，信息熵度量指标能够量化地评估多目标进

化过程中解点的分布情况。在多目标进化算法中，非

支配解点均匀分布于 前端（ ），随着

种群逐步进化到达成熟阶段，进化解集逐渐覆盖了

整个前端。在此过程中，由于进化种群呈现增长状

态，导致了信息熵数值的不断增长。因此，在信息

熵饱和现象出现之前，分布情况在一定程度上显著

提高。也就是说，进化种群接近所有可行域且非支

配，从而沿着 前端尽可能均匀地分布。当提

及分布饱和性时，也就是进化种群达到成熟阶段，

此时信息熵数值保持不变 。因此，通过对熵值持

续计算，可以清晰地观察到解集的进化发展情况和

成熟阶段。于是可以获知进化种群是否已经达到成

熟，进而决定是否停止优化演算进程。尤为重要的

是，信息熵度量指标在计算时间上具有极大优势。

随着解点数量的增长，信息熵值度量指标的计算量

呈现线性增加。信息熵指标的计算难度增加不多，

计算时间和计算量则随着解集数目的增长幅度均

不大。

基于此，作者提出基于信息熵的改进

（ ），将信息熵度

量指标引入到 算法中，利用信息熵指标在量

化度量 解集的分布特性，即均匀性、多样性

和收敛性方面的突出表现，及时考量 算法进

化后种群个体的进化程度。通过信息熵值指标的变

化情况，观察进化解集从逐步进化发展过程到达成

熟阶段的过程 ，由此获知种群进化是否到达成熟

阶段，以便尽早结束 算法的优化过程。当种

群进化到种群分布均匀多样之后，及时结束

算法，避免大量不必要的复杂进化过程，这在一定

程度上简化算法的时间复杂度，提高 进化算

法的效率和性能。

一般来说，

即为同时处理多个目标函数的最优化问

题。在多目标优化问题中，由于有多个目标函数，

因此存在如下问题：某个解可以使得其中某个目标

实现最优，但可能同时使得其他目标最差，因此需

要在多目标中进行折衷，寻找折衷解的集合，该集

合称为 最优解集 。当现

有解集中不再存在解的时候，解集被认为最优

（ ）也被称为 最前端（ ）。

解决一个多目标优化问题就是找到最佳的 优

化前端（ ）。

而进化多目标优化算法就旨在解决一系列多

目标优化问题。解集中解点的分布可以代表进化种

群的多样性 ，也就是说，在目标空间中解点分布

范围越大，进化种群多样性就越强。总的来说，多

目标进化算法的实质就是找到一个理想解集，其中

每个解点都紧靠最优解前端且均匀分布在最优平

面上 。

目前，进化多目标优化的算法主要经历 个阶

段：第一阶段主要采用个体选择方法和种群多样性

保持策略。第二代进化多目标优化算法主要以精英

保留机制为特征。目前，也就是第三阶段，一些新

的进化机制也被引入进化多目标优化领域。

在多目标优化领域引入新型进化范例是当前

34       34

  

20

(EMO, evolu-

tionary multi-objective optimization)[1,2]

(VEGA, vector-evaluated genetic algorithms)[3]

PESA(pareto 

envelope-based selection algorithm) [4]

PESA [4]

PESA

hyper-grid

hyper-box

individual-based selection

solution

PESA

( × *)[5] *

Big O notation[6]

PESA

Pareto paretofront

Pareto

[7]

PESA

C-PESA, comentropy-based PESA

PESA

Pareto

PESA

[9]

PESA

PESA

PESA

(MOP, multi-objective optimization 

problem)[5]

Pareto (Pareto-optimal set)[8]

optimal , Pareto Pareto-front

Pareto

Pareto-optimal front

[9]

[10]

3

1

2 

引言

相关工作

O N N N N



第 期 王堃等：基于信息熵的改进 算法 · ·

进化多目标研究的趋势。因此，作者引入信息熵理

论 结合进化计算来解决多目标优化问题。

信息熵理论在进化计算中也有很多应用。

引入了信息熵来度量任意进化过程的信息

量 以度量一个解集是如何扩散和均匀分布的 。

提出了 密度估计来估计可能性

密度的非参数方法 。其基本思想就是充分利用熵

值指标，提供对每个解点沿着已发现 前端的

信息内容的评估。 提出的熵值中，

引入网格法来尽可能地度量相邻的影响信息 。而

后定义了影响函数来描述进化种群中的影响信息，

求解所有解点之间影响函数数值的总和，即为目标

密度函数 ，而后得到信息熵指标的数值。

等人对 做了一些改进，提出了基于

区域选择（ ）概念的 算

法 。 提出了一种 改进算法使得

的运行时间复杂度达到 ，其

中， 代表进化代数， 代表种群大小。鉴于上述

两篇文献与本文的接近性，本文将在第 节进一步

给出详细的对比论述。

因为信息熵指标的核心准则是依据大量的相

邻信息来考量解集的分布，从各方面来说，信息熵

度量指标具有极大优势。本文将信息熵度量指标引

入到第二代进化多目标优化算法的经典代表

算法中，通过量化评估多目标进化过程中解点的分

布情况，反映进化解集的进化发展情况和成熟阶

段，由此获知种群进化是否到达成熟阶段，及时结

束 算法，以此来简化算法的时间复杂度。此

外，信息熵度量指标在多样性 度量方面表现突

出，它充分考虑了进化种群中所有解点的位置，量

化地反映解集中的信息传递，因而信息熵指标可以

准确度量一个 解集的分布性和收敛性。尤为

重要的是，随着解点数量的增长，信息熵值度量指

标的计算量呈现线性增加。计算难度将增加不多，

计算时间和计算量也只是缓慢增长。

作为第二代进化多目标优化算法的经典代表，

算法引入了精英保留策略 。首先设置了一

个内部种群和一个外部种群，开始进化后，将内部

种群的非支配个体加入外部种群中。每新加入一个

个体到外部种群中，就要同时淘汰外部种群中的一

个个体。即在外部种群中寻找拥挤系数最大的个

体，并将其删除，如果多个个体的拥挤系数相同，

则随机地删除一个。为了保持种群的多样性，采用

了网格方法（ ）将个体空间划分成若干个

格子（ ）。这样每个个体就与某个网格相

关联。 算法用选择网格代替个体选择，在一

定程度上提高了算法的效率。

算法的具体步骤如图 所示。

图 算法流程

算法用选择网格代替个体选择策略保持

了种群的多样性，与基于个体选择的 相

比，在一定程度上提高了算法的性能。但是算法步

骤中欠缺对时间复杂度的优化步骤，所以作者提出

算法，避免 算法因为进化种群数量

增加而带来的复杂进化过程，在一定程度上减少了

算法的计算量。

考虑到 算法和信息熵度量指标均采用了

网格方法作为核心手段，作者将熵值度量指标引入

算法中，提出了改进的 算法。通过

持续的信息熵值指标计算情况，观察进化解集从逐

步进化发展过程到达成熟阶段的过程。也就是说，

根据信息熵指标的变化情况判断种群进化是否已

经到达成熟阶段。依据得到的种群个体的进化程

度，尽早结束 算法的优化过程。具体的

算法基本流程如图 所示。
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图 算法流程

首先，度量每一次返回的 进化种群的信息

熵数值，根据信息熵指标的变化情况，判断

算法的进化种群是否在逐步发展乃至已经达到成

熟阶段。其次，在进化计算中，非支配解点均匀分

布于 前端。随着种群逐步进化达到成熟，进

化解集逐渐覆盖了整个前端。在进化种群处于增长

状态时，信息熵值在不断增长，分布情况在一定程

度上显著提高。当信息熵达到饱和现象出现之前，

进化种群接近所有可行域且非支配，并且沿着

前端尽可能均匀地分布。最后，当进化种群

达到成熟阶段时，也就是达到分布饱和性时，此时

信息熵数值保持不变，依据这个特性，当求得的信

息熵数值在一定范围内稳定不变时，说明 的

优化效果已经达到，优化计算过程可以从这里停

止。这样就可以避免大量不必要的复杂进化过程，

在一定程度上简化了算法的时间复杂度。

在优化过程中，笔者得到一系列多目标进化算法的

解集。运用信息熵指标度量多样性依据如下步骤进行。

分割目标空间为合适大小的网格。

当提到一个有着 个目标的多目标进化问题，

需要创建一个 的边界，其下边界标记为 ，上

边界标记为 ⋯ 。一般说来，对于有 个

目标的多目标优化问题，标记为 ⋯ 和

⋯ 。此外，一个网格可以被分割成若干

个小区域，每一个都被称作超立方体（

。详细的划分是依据进化过程中的种群数

量和作者所需要优化的目标。然后，用 表示 ，

这里 ⋯ ， 是一个常数且比 大， 表示

每个维度上的分割次数。鉴于 的常数值是主观选

择，所以应该注意如何选择一个合适的数值。此选

择原则是保证每一个网格尺寸不大于一个特定区

域，在此特定区域中，所有的解点都可以被认为是

相同解点，或者解释为此决策制定不会对其中解点

产生影响。因此，每一个 的边界可以描述为

其中， 是第 维上每一个小区域的宽度，可表示为

其中， 代表第 维的宽度。

如果是 个目标的优化问题，可以创建一个有

着 ⋯ 个网格的超网格平面 这里 ⋯

表示每一维度上网格的数量 。对于 个目标问题，

应该注意到超网格的数量 ⋯ 应该少于进化种

群数量。也就是说， ⋯ ≤ 为进化种群数 。

计算目标空间的影响函数。目标空间的

影响函数定义为

其中， 是第 个目标点和第 个目标点之间的欧

几里得距离（ ）， 表示距离值。

标准的影响函数可以表示为多种不同的形式，如抛

物线、方波或高斯函数等。影响函数是根据问题需

求做出合适选择。这里，笔者选择高斯影响函数，

影响函数形式如下：

其中， 是分布程度的标准偏差， 表示欧几里得距

离。笔者选择第 个目标并且计算此目标和解集中

其他点之间的影响函数。在这个步骤中，如何选择

一个合理的参数 尤为重要。如果 过小，影响函

数的变化将极为剧烈。因此个体的密度值就不能正

确反映其解集的分布情况。然而，当 值太大时，

会使得影响函数变化平稳 。

因此，作者引入 规则 来

进行影响函数的计算，通过 规则得到一个合理

参数值 。具体地说，设定 等于第 维的宽度。

规则阐述了几乎所有值的标准偏差控制在 范

围内，因此，超过 误差范围的点应该被舍弃。
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利用 规则计算所得的 值是相当精确且合理的。

计算密度函数。

可行目标空间每一个解点的密度公式被定义

为所有解点的影响函数总和。也就是说，目标密度

是自身和其他所有解点之间影响函数数值的总和，

如式 所示。遍历进化种群中的所有解点，在通过

解点目标距离进行影响函数计算之后可得到每个

目标的密度值。

当提到 个目标问题时，密度函数可以被定义为

其中， 是第 维度上第 个

目标点和第 个目标点之间的欧几里得距离。

对密度函数的公式，作者进行了简化。一般来

说，选择 。这里 是一个整数， 不小于

。假定 ，对于一个解点，其对应超网格

为 ⋯ 。假定 ，这里

为前面定义的网格标识， 。因此，

最简单的密度函数应该被描述为

计算整个进化解集的熵值。

根据式 计算信息熵值。因为在 定义

的信息熵概念中，熵值可能性总和为 定义标准

化密度 为

其中， 即 ，是 提及的密度函数， 和

为网格位置索引， 、 表示二维维度上的位置索引。

对标准化密度进行上述定义后，可得出

≥

因此，对于一个二维目标空间，信息熵度量指

标可被定义为

对于一个 维目标空间，可行域被划分成

⋯ 个网格，信息熵被定义为

其中， ， ，⋯， 表示 维维度上的位置索引。

由于进化种群呈现增长状态，导致了信息熵数

值的不断增长。因此，在信息熵饱和现象出现之前，

分布情况在一定程度上显著提高。也就是说，进化

种群接近所有可行域且非支配，从而沿着 前

端尽可能均匀地分布。当提及分布饱和性时，也就

是进化种群达到成熟阶段，此时信息熵数值保持不

变。当信息熵值不再变化时，可以获知进化种群已

经达到成熟。从而信息熵数值不变的时刻，即可以

停止优化演算进程。

为了考察信息熵指标对种群进化过程的精确

刻画情况，即 进化算法的时间复杂度是否

减少，作者进行了一系列实验。实验仿真环境在

框架 下测试 算法对几类经典测试

问题的解决情况。实验中选取的经典测试问题、维

数、变量域、目标函数等相关情况如表 所示，

算法的交叉概率、交叉分布指数、突变概

率、突变分布指数等相关参数 选取如表 所示。

实验 用来测试信息熵指标对种群进化过程的刻

画情况，测试 算法对解决经典问题

、 、 后进化种群的信息

熵数值和进化种群的 分布情况，通过对比证明

信息熵度量指标的有效性。实验 测试将信息熵、

、 、

等不同度量指标

添加进 算法后，随着种群数量的增加所需的计

算时间，测试问题为 。实验 测试

算法的时间复杂度。

在仿真过程中，每一类实验共进行 次，其

数据均为 次实验的平均值。

测试信息熵指标对种群进化过程的刻

画情况。

本实验测试了 算法对测试问题 、

、 的解决情况。测试问题详细情况如

表 所示。图 记录了测试问题 的实验结

果，图 和图 分别为 和 。图 、

图 和图 记录了熵值随着迭代次数变化的情

况，图 、图 、图 记录了与 算

法相对应的 分布情况。
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参数 参数值

交叉分布指数

交叉概率

突变分布指数

突变概率 是输入数量

图 测试

图 测试

在测试问题 中，从图 可以看出，
当进化迭代次数达到 代左右时，熵值已经达到
一个定值，此后保持稳定；对照图 ，从
代， 的情况显著提高；这时可看出从进
化计算开始到达 代之前，进化解集逐渐覆盖了

测试问题 维数 变量域 目标函数
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整个前端。此时，信息熵值在不断增长，分布情况
在一定程度上显著提高，进化种群沿着 前端
尽可能均匀地分布。而当进化种群达到 代时，
此时信息熵数值在一定范围内稳定不变时，说明
的优化效果已经达到， 算法可以从

这里结束。

图 测试

同理，在测试问题 和 中，图

中的 代和图 中的 代为熵值的稳定值，

即 算法的结束时刻。图 中的 代

和图 中的 代为 显著提高的

时期。

通过这个实验可以发现，熵值可以作为多目标

进化算法的一个度量指标，用来度量其多样性、收

敛性等特性，并反映进化计算算法的进化过程，从

而判断进化算法是否已经达到预期效果。

测试不同度量指标的计算时间。

度量种群多样性的经典指标还有 、 和

，其详细说明如表 所示。

实验测试问题为 ，进化种群数量为 ，

所用算法为 算法。

图 分别记录了信息熵、 、 和 度量

种群多样性所需要的时间。由图 可知， 、 、

度量方法随着种群数量增长，其计算时间都呈现

急剧增加趋势。而熵值度量指标的计算量增长缓慢，

并且更加接近线性增长，这将大大提高度量效率。

图 不同度量指标的计算时间对比

信息熵引入到 算法后的进化算

法的时间复杂度。

本实验测试 算法的时间复杂度。实验

测试问题为 ，进化种群数量为 。记录

实验数据如图 所示。图 中虚线为进化终止时的

迭代次数。

图 中可以看出当进化迭代次数达到 代

时，种群进化已经到达成熟阶段，算法的优化过程

可以就此结束。这样在一定程度上简化了算法的时

间复杂度。此实验说明，随着进化种群的增加，

名称 表达式 参数说明

：进化所得前端解集的解点数量。 ：进化解集和真实 前端间
的距离

是目标向量

是目标空间

是 方程

是 最优解前端解集， 是非支配解集， 是非支配解集
中的解点 到 前端的最短欧几里得距离
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算法所需的计算时间只是接近线性增加，

计算量增加不大。通过持续的信息熵值指标计算情

况可以观察到进化解集从逐步进化发展过程到达

成熟阶段的过程。

图 算法的进化时间

本节将对文献 中 个与本文工作最为接

近的 改进算法进行对比论述。

在文献 中， 等人提出了基于区域选择

的 Ⅱ算法。相比其他基于个体选择的进化算

法， 算法使用网格选择，使得算法的效率

得到一定程度的提高。但该算法用网格选择代替个

体选择，在一定程度上提高了算法的效率。但是，

Ⅱ算法进行进化计算所需的运算量、计算难

度及运算时间都将随着进化种群的增加而急剧增

加，这将给进化计算的进行带来极大麻烦。与前者

相比，本文提出的 算法仍然采用基于网格

选择的精英保留策略，同时利用信息熵指标反映进

化种群从开始进化到达成熟的过程，根据信息熵值

的不变性，获知进化种群已经成熟、种群已经分布

均匀多样等相关信息，从而及时地结束 算法

的计算过程。信息熵指标随着进化种群数量的显著

增加，时间复杂度接近线性增长，即 。相比于

Ⅱ算法的 （ ），本文提出的算法由于

引入信息熵，使得 的时间复杂度得到一定

的优化。

在文献 中， 提出的新算法使得

算法运行时间复杂度减少到 。

但是这些改善主要着眼于优化进化算法步骤或者

算子，侧重于考虑如何提高非支配分类的效率等。

与前者相比，本文提出的 算法利用熵值度

量，使运算更简单便捷，它精确地反映了种群进化

信息，根据其变化情况考量 算法的进化后种

群个体的进化程度，判断种群进化是否到达成熟阶

段，从而可以尽早结束 算法的优化过程。同

时，随着解集数量的增加，熵值指标的计算量只是

接近线性增加，这在一定程度上简化了算法的时间

复杂度。

本文对一些研究者提出的信息熵度量指标进

行了深入研究，鉴于 算法和信息熵度量指标

都采用了网格方法，提出将熵值度量指标引入

算法中。利用信息熵指标对进化过程精确反

应，从而判断进化种群被优化的程度。仿真结果表

明，信息熵指标可以精确刻画种群进化过程，在计

算时间上优于现有的一些度量方法，并且极大地优

化了 进化算法的时间复杂度。

本文 节算法的符号描述如表 所示。

符号 描述

⋯ 上边界

⋯ 下边界

⋯ 超立方体

每个维度上的分割次数

第 维上每一个小区域的宽度

第 维的宽度

⋯ 每一维度上网格的数量

目标空间的影响函数

第 个目标点和第 个目标点之间的欧
几里得距离

分布程度的标准偏差

欧几里得距离

密度函数

第 维度上第 个目标点和第 个目
标点之间的欧几里得距离

⋯ 超网格

网格标识

标准化密度

网格位置索引

⋯ 维维度上的位置索引
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附录： 节算法的符号描述
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