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基于支撑集保护的回环匹配算法 
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3. 湖南财政经济学院 网络化系统研究所，湖南 长沙 410205） 

摘  要：针对部分压缩感知贪婪迭代类重构算法中误删正确支撑集元素的缺点，提出了一种基于支撑集保护的回

环匹配算法（LM-P）。该算法依据最小残差内积初始化非受保护支撑集元素，然后依据观测向量在非受保护支撑

集对应观测子矩阵上的投影，选择对应投影绝对值最大的元素添加到受保护支撑集，迭代获得受保护支撑集，从

而重构原始信号。实验结果表明，对于非零值服从正态分布且稀疏度小于观测值一半数目的稀疏信号，LM-P

算法的重构准确率超过 86%；对于低信噪比稀疏信号，该算法的重构准确率能够维持在 99%以上；与 OMP、

CoSaMP、SP 和 GPA 算法相比，LM-P 精确重构所需观测值数更少；此外，LM-P 算法在二维图像信号的重

构中也有较好性能。 

关键词：压缩感知；贪婪迭代；支撑集；稀疏信号；LM-P 

中图分类号：TN911                         文献标识码：A 

Loopback matching algorithm with support set protection 
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Abstract: There was a drawback of deleting right support elements in some greedy iterative reconstruction algorithms. 

To resolve this problem, loopback matching algorithm with support set protection (LM-P) was proposed. First, LM-P ini-

tialized elements of non-protected support set based on minimum residual inner product. Second, it computed the projec-

tions of observations on the observation sub-matrix corresponding to non-protected support set elements. Then, an ele-

ment in non-protected support set with the largest projection was added to the protected support set. An alternative multi-

plicative iteration method was employed to obtain the whole protected support set. As to reconstruct a sparse signal 

whose nonzero elements are normally distributed and the signal sparsity is less than half the number of measurements, 

experimental results show that the reconstruction accuracy of LM-P algorithm exceeds 86%. For sparse signals with small 

noise, the reconstruction accuracy of LM-P can maintain over 99 %. Compared with OMP, CoSaMP, SP and GPA algo-

rithms, LM-P’s observations are smaller. LM-P also has good performance for image reconstruction.  
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1  引言 

现实中绝大部分的非稀疏自然信号如声音、图

像等，都具有内在的稀疏特性。对于具有内在稀疏

性的这些自然信号，传统的信号处理模式以

Nyquist-Shannon理论体系为基础，提出了以不低于

信号带宽2倍的采样速率采样信号才能精确重构出原

始信号。由 Donoho等于 2006 [1~4]
年提出的压缩感知
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（CS, compressive sensing）理论打破了传统的先采

样后压缩的理论框架，在信号采样的同时选择合适

的观测矩阵实现对其压缩，采样速率不再受信号带

宽限制，而与信号的稀疏度密切相关。采样速率的

降低能有效减少采样样本和节省数据存储空间，因

[5] [6]
此，压缩感知方法在无线传感器网络 、雷达成像

[7] [8]
和图像处理 、医学 等领域得到了广泛应用。 

贪婪重构算法是一类低复杂度、收敛速度快和

易于实现的压缩感知重构算法。它主要利用残差、

观测值与观测矩阵中列向量的关系来迭代近似确

[9]
定稀疏信号中非零值位置即支撑集 。其中，正交

匹配追踪(OMP, orthogonal matching pursuit)是早期
[10]

提出的一种经典贪婪重构算法 。它利用当前残差

与观测矩阵中列向量的相关性，逐个确定支撑集。

由于 OMP 是一次性确定稀疏信号中非零值位置，

导致 OMP 可重构稀疏信号的稀疏度范围受限。为

了提升 OMP 算法性能，很多学者对其进行了改进
[11,12]

研究 。压缩抽样匹配追踪(CoSaMP, compressive 

sampling matching pursuit) [13]
和子空间追踪 (SP, 

subspace pursuit) [14]
引入扩增缩减方法来更新支撑

集，可重构稀疏信号的稀疏度范围比 OMP 更广，
但不能保证更新支撑集时对应的残差 r

S
的收敛性。

逐步贪婪追踪算法(GPA, greedy pursuit algorithm)
[15]

是一种逐个最优增减支撑集的贪婪重构算法 ，保

证了残差的收敛性。但 CoSaMP、SP 和 GPA 通过

先扩增后缩减支撑集，改进可重构信号稀疏范围的

同时增加了矩阵维度，使重要中间参数计算复杂度

增加且精确度降低。以上贪婪重构算法的性能比较

如表 1所示。 

其中，K为信号稀疏度，M为观测值数目，N

为原始信号长度。 

由自然信号变换后的稀疏信号，信号内在的相

关性决定了其非零值位置分布和非零值大小具有

一定特征。因此，本文旨在利用这种信号的外在特

征表现，试图预知正确的支撑集元素并加以保护，

达到避免误删正确的支撑集元素进而提高重构准

确率的目的。 

2  基于支撑集保护的回环匹配算法 

2.1  符号定义和定理推导 

设全集Ω = {1,2,⋯, N}；矩阵全集 ΛΛΛΛ ，表示矩
阵所有行号或列号组成的集合；子集 S ⊂ Ω ，| S |表

示子集 S中的元素个数；补集 S ，且 S ∩ S = ∅，
S

S ∪ S = Ω ；
{ }
表示在集合 S中删除元素 i，其补

i

集为[i, S ]；[S ,i]表示在集合 S中添加元素 i，其补

S
集为

{ }
；定位函数 L (i)，表示 i在集合 S中的位

i
S

置；end 指向向量（矩阵）最后一个元素（行或列）；
T

观测向量 y；观测矩阵Φ；度量向量m =Φ y；内

积 矩 阵 Ψ= T T 1
Φ Φ ； 子 内 积 逆 ( −PS = ΦSΦS ) =  

( , )−1 T 1 TΨ S S ；正交补矩阵Q = E −ΦS ( −
S ΦSΦS ) ΦS  ；

正交补投影矩阵 DS =QSΦ ；残差 rS S =QS y；残差

T T
内积 ∆S = TrS rS = y QS y ；公因子 fS (i) = φφφφi QSφφφφi =  

TD (Λ, L
S

(i))D(Λ, L
S

(i))， i ∈ S ；系数向量 c
S
(i) =  

P
S
Ψ (S ,i)。 

定理 1  当 i ∈ S ，且 P
S
， P[S ,i]存在时，有 

(
=

Q
Q Sφ )( )T

 [ , ] Q i QSφi

S i S
−  (1) 

f
S
(i)

( T 2
Q )

 Sφ∆ i

S
− ∆ y

[S ,i] =  (2) 
f

S
(i)

证明  T 1 1
由 P = ( − −

S
Φ

S
Φ

S
) =Ψ (S , S) 得到 

−1
Ψ (S , S) Ψ (S ,i)

P[S ,i] =Ψ ([S ,i],[S ,i])−1 =    (3) 
Ψ (i, S) Ψ (i, i) 

表 1 部分贪婪重构类算法性能对比 

重构算法 算法优势 算法缺陷 算法复杂度 

OMP 算法简易 稀疏度范围受限 O(KMN )  

M
CoSaMP 自适应修正支撑集 稀疏度存在 门限效应 O(MN )  

3

M
SP 自适应修正支撑集 稀疏度存在

2
门限效应 O(KMN )  

M
GPA 2

收敛性优于 OMP、CoSaMP 稀疏度存在

2
门限效应，计算复杂度高 O(M N )  
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进一步依据分块矩阵求逆理论可得 

P 0 1 c (i)
 TP[ , ] =  

S i 
S

 + 
S

 c (i) −1  (4) 
0 0 f

S
( ) S
i  −1 

依据Q
S
定义得 

 TQ[S ,i] = E − [Φ
S
,φ

i
]P[S ,i][ΦS ,φ

i
]  (5) 

将式(5)代入式(6)可证式(1)。依据∆
S
定义得 

 ∆ − ∆ T
S [S ,i] = y (Q

S
−Q[S ,i] ) y  (6) 

联立式(1)和式(5)可证式(2)。证毕。 

此定理为支撑集元素的增添提供了理论依据，

即在当前支撑集集合 S中添加元素 i时，只要 P
S
，

P[S ,i]存在，则通过正交补矩阵和观测值的相应运

算，可添加残差内积变化量最大的元素，进一步减

小计算复杂度，提高算法重构速度。 
定理 2  当 i ∈ S，且 P


， P 存在，有 

S  S
 ,i
{i} { } i

( ( ( ),ΛΛΛΛ) TP Φ )T ( TL i L
 Q =Q + S S S

P
S S

(i),ΛΛΛΛ)Φ
S

S S
 (7) 

{i} PS (LS (i), LS (i))

( ( ( ),ΛΛΛ) ( ))2
P L i Λ m S

 ∆
S

− ∆ = S S

S
 (8) 

{i} PS (LS (i), LS (i))

证明  依据式(4) 

 T
c 

P 0  
S (i)c S (i) − c S (i)

1 


S

{i}  = P
 S 

− ( )
{ } { } {i}

i 
i i

  
  T,i f
0 0

 
{i} S S i

  − c ( ) 1 
{i}  {i} 

  (9) 

 1
 TP


(L (i), )= (i) 1

S    c 
S 

ΛΛΛΛ −  (10) 
 ,i  ,i f (i)
{i}  {i}  S 

S

{i} 
{i}

−c (i)1
 

S

P Λ i
 

( , L ( ))= }
S  S 

i {  (11) 
 ,i  ,i f

i i S
(i)  

{ }  { }   1 
{i}

  
= S  S 

P
S

P
S L

S   , L
S   −

{i}  {i} {i}

 S    S    
P

S
(L

S   , L
S
(i))P

S L
S
(i), L

S  
{i}  {i} (12)

P
S
(L

S
(i), L

S
(i))

依据式(1)得 

( T
Q S φi )(Q S φi )

 = + {i} {i}
Q S QS

 (13) 
{i} f

S
(i)

{i}

其中 

−c 


S (i)
 T

Q {i} 
S φi = φi −Φ S P S Φ S φi =Φ

 S 
 (14) 

 ,i  
{i} {i} {i} {i} {i}   1 

联立式(10)～式(13)可证式(7)。依据式(7)和定义∆
S

易证式(8)。证毕。 

此定理则为支撑集元素的缩减提供了理论依

据，即在当前支撑集合 S 中删除元素 i 时，只要

P

， P 存在，通过相应子内积逆运算可删除

S   S 
 ,i  
{i}  {i}

残差内积变化量最小的冗余元素，进一步提高算法

重构速度。 

2.2  算法步骤 

基于支撑集保护的回环匹配算法（LM-P）沿用

传统贪婪迭代算法方式，先逐步最小化残差内积来

获取初始支撑集，在初始支撑集无法满足残差内积

要求下，进行元素回环匹配选择。其中，在缩减过

程中，以残差内积增量大小判断，在受保护支撑集

中剔除残差内积变化量最小的元素，同时将残差内

积变化量最大的元素保护起来。缩减后的支撑集再

依残差内积增量大小，依次从非受保护支撑集中选

择观测向量投影最大值的元素加入保护集。此缩减

扩增元素过程循环执行，直到保护支撑集元素个数

或残差内积值满足要求。因此，在缩减过程中选择

正确支撑集元素加以保护是其中的关键点，避免了

多次增减同一个正确元素的情况，提高重构准确率

的同时也进一步提高重构速度。 

算法主要步骤如下。 
步骤 1  输入：观测向量 y，测量矩阵Φ，稀

疏度 K ，迭代阈值 tol；初始化：支撑集 S = ∅，
S = Ω ，正交补矩阵Q

S
= E

M ×M
，正交补投影矩阵

D
S

=Φ ，信号 x = 0
N×1，保护支撑集元素个数 L=0，

S

缩减元素个数b=0，非受保护支撑集 B = {S(L +1),  

S(L + 2),⋯, S(K )}， t = 0。 

步骤 2  获取初始支撑集：依据 i =argmax(∆
S

−  
i∈S

∆[S ,i] )，选择使残差内积减少量最大的元素 i添加到

S，更新Q
S
和D

S
，重复步骤K次。 

步骤 3  判断是否满足∆
S

< tol，满足则算法结
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束，否则计算 P
S
。 

步骤 4   b=b +1。判断是否满足b + L≤K，

满足则跳转步骤 5，不满足则算法结束。 
步骤 5  执行删除元素的操作：依据ω

b
=  

arg min (∆ S − ∆ S )，从非受保护支撑集ω ∈ B
{ ,⋯, } { ,⋯b ω ω ω ,ω }

{ω ω 1 1 −1
⋯1 , , b−1}

b b

B中选择使残差内积增加量最小的元素ω
b
，将ω

b
从

S集合中删除，计算Q
S
和P

S
，t = b。 

{ω ⋯1 , ,ω {ω ,⋯b } 1 ,ωb }

步 骤 6  执行增添元素的操作：依据

v
t

= arg max  T
r
 

Φ(:,v 
t
) ,选

 
择使残

S
S 


 ,ν ⋯1 , ,ν 

v ω , ω  {ω , t 
∈ ⋯, ,  ⋯t b 1 1 ,ωb } 

{ ,⋯ 
 ν t ,ν1}

差内积减少量最大的元素 v
t
，判断集合{ω

b
,⋯,ω

t
}

和集合{v ,⋯
b

,v
t
}包含元素是否相同，相同则转至步

骤 4，否则 t = t −1，重复步骤 6直至 t = 0。 
步骤 7  判断是否满足 ∆

 
< tol

S
 ,ν ,⋯,

ω b ν
ω t+1 

{ 1 ,⋯, b } 

条件，是则更新 x，算法结束；否则判断是否满

足 ∆
 

< ∆S 条 件 ， 是 则 更 新

S
 ,ν ⋯

ω ω b , ,ν t +1 
{ ,⋯1 , b } 

 S 
S=  ,ν ,⋯,

{ b ν
ω t +1 ， 计算Q

 
和

 ⋯ S
 ,ν ,⋯,ν 1, ,ωb}  ω b t
{ ,⋯1 ,ωb } 

P


b= ；否则直接跳

S 
， 0 转步骤 8。 

 ,ν ,⋯,ν 
{ω1 ,⋯,ω } b t

b 

步骤 8  执行元素先增后删一个元素的微调操作：

分别依据 i = arg max(∆S − ∆[S ,i] ) 和 j = argmin(∆[S ,i] −  
i∈S j∈[B,i]

∆[S ,i] ) ，判断是否满足 ∆[S ,i] < ∆S 条件，满足则

{ j} { j}

[S, i]
S=

{ }
，更新Q

j
S、 DS、 PS 和 x，重复步骤 8，

否则转至步骤 4。 

步骤 9  选择待保护的元素： L = L +1。判断
是 否 满 足 L < K ， 满 足 则 x(S) = PSm(S) ，

l = arg max | x(l) |，b = b −1；不满足则算法结束。 
l∈(L+1,L+2,⋯,K )

步骤 10  将挑选的保护元素置入保护支撑集：

判断是否满足 l = L，满足则跳转步骤 9，不满足则

b = b − l + L −1，调换集合 S中第 L和 l个元素的位

置，更新 PS ，转至步骤 4。 

2.3  算法复杂度分析 

LM-P 算法主要围绕支撑集元素的增加或删除

过程，因此影响算法复杂度的主要因素为添加

或删除支撑集元素的原则和主要参数 QS、DS和

PS的更新。其中，添加原则 arg max(∆S − ∆[S ,i] )，
i∈S

依据式(2)，其计算复杂度为 O(MN )。添加原则

arg max  T
r (: v 
 

Φ , t )


计算复杂度

S
 S   ,ν ,⋯,ν

vt ∈
1 

ωb ω + 
 ,⋯, 1 ,   {ω ,⋯1 ,ωb } b t

 
 {ν ⋯b , ,ν t+1}

为 O((| S | −b)N ) 。删除原则 j = arg min (∆[S ,i] −  
j∈[B,i]

∆[S ,i] )，依据式(8)，其计算复杂度为 (| |2O S )。删除
{ j}

原则ωb = arg min (∆ S − ∆ S ，依据式(9)
ω B

b∈ {ω1 ,⋯,ωb } {ω1 ,⋯,ω 1}
{ω , ,ω b−
⋯ −

)
1 b 1}

2
复杂度为O((| S | −b) )。添加支撑集元素时，依据

式(1)和式(3)，更新QS和 PS计算复杂度为O(MN )。

删除支撑集元素时，依据式(7)和式(12)更新QS 和

PS ，计算复杂度为O(MN )。因此支撑集添加或删

除一个元素的复杂度最大为O(MN )。 

综上，LM-P算法复杂度与 CoSaMP算法相当，

优于 OMP、SP和 GPA算法。 

2.4  算法收敛性分析 

依据 LM-P算法对支撑集元素的删添规则，支

撑集的变化可从以下两方面分析。 

1) 删除的元素与添加的元素相同：支撑集 S不
2 2

n −1
会改变，残差趋于稳定。此时 r = rn

，即

2 2

n n−1r = r 。 
2 2

2) 删除的元素与添加的元素不同：删除的元素
为残差变化量最小的元素i = arg min (∆S − ∆ S

{i} )，添加
的元素为残差变化量最大的元素 j = arg max(∆[s, j ] −  

∆S )。设删除元素的集合为 w，则添加元素的集合

v = S ∪ w。当满足假设情况时，则删除元素带来的

残差增量 | d∆1 |= ∑(∆S − ∆ S 会小于添加元素所得

i∈w {i} )
的残差减量 | d∆2 |= ∑ ∆ n

[s, j] − ∆S 。又因为 ∆S =  
j∈v

( )

∆
2

n−1 + | −1
S d∆ | − | d∆2 | ，所以 ∆n n

1 S < ∆ n

S ，即 r <  
2

2
n−1r ，其中，∆n

S 为第 n次迭代后的残差内积。 
2

2 2
n n−1 1

综上所述， r ≤ r n n−
，即 r ≤ r ，

2 2 2 2

当且仅当删除的元素与添加的元素相同时，等号

成立。 

易得， lim r n → 0。由此证明了算法的收
n→∞

敛性。  
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3  实验与结果分析 

为了验证基于支撑集保护的回环匹配算法的

优越性，分别选取 2种不同特征的一维稀疏信号和

二维图像信号，通过仿真将 LM-P 与 OMP、

CoSaMP、SP 和 GPA 算法进行性能比较分析。仿

真中，残差内积阈值设置为理想情况，即在Matlab

仿真平台中取可识别的最小数 eps。在实际应用中，

该阈值可以依据重构信号信噪比要求设定，与信噪

比成反比。 

3.1  重构非零值服从正态分布的一维稀疏信号 

实验 1  选取一维稀疏信号 x长度 N = 256，并

设置 x任意K个元素为服从正态分布的非零值，其

他 N − K 个元素为 0。观测向量 y长度M = 128，观

测矩阵Φ为随机生成的M × N 维高斯矩阵。图 1 为

采用OMP、CoSaMP、SP、GPA和 LM-P算法重构非

零值服从正态分布的一维稀疏信号时，算法重构准确

 M 
率、平均重构时间随信号稀疏度K 1≤K 


≤

2 
变

化的曲线图。 

如图 1(a)所示，虽然随着信号的稀疏度增大，

所有算法的重构准确率都显著下降，但各类算法精

确重构所适用的信号稀疏度范围有显著差异，

OMP、CoSaMP、SP、GPA和 LM-P算法要求信号

稀疏度分别满足 K≤ 22、 K≤35 、 K≤ 43、

K≤ 46和 K≤56 ；对于稀疏度为观测值一半 

 M 
K = 
 2 

的 0-1稀疏信号，OMP、CoSaMP、SP、

GPA、LM-P 算法的重构准确率分别为 0%、0%、

0%、30%和 86%；显然，对于高稀疏度信号，如果

56 < K≤64，LB算法依旧能够保证86%以上的重

构准确率，而 CoSaMP 和 SP算法分别在稀疏度接
M M

近

3
和

2
时重构准确率迅速下降，进一步反映了

CoSaMP 和 SP 算法的稀疏度门限效应缺陷。分析

以上曲线原因，主要是 LM-P算法在每次迭代过程

中，受保护的支撑集中的元素只增不减，并且它遵

循残差内积变化量最大的原则添加元素以及残差

内积变化率最小量原则删除元素，使在稀疏度K取

较大值时依然具有较高的重构准确率；对于其他算

法，OMP不具备回溯功能，SP和 GPA在K值较大

M
时尤其是 K >

2
时无法保证测量矩阵中任意 2K

列不相关，CoSaMP则无法保证测量矩阵中任意3K

列不相关，所以K取较大值时 OMP、CoSaMP、SP

和 GPA算法的重构准确率显著下降。 

图 1(b)显示了各类算法平均重构时间与信号稀
M

疏度的关系。由图可知，在稀疏度接近 ( K
3

≤ 43 )

时，LM-P算法的平均重构时间和 OMP、CoSaMP、

SP 算法相当，均小于 GPA 算法的平均重构时间；

在重构高稀疏度信号时，虽然 LM-P算法平均重构

时间大于 OMP、CoSaMP、SP算法的平均重构时间，
M M

但结合图 1(a)可知，在稀疏度介于
3
和  

2

( 43≤ K≤56 )时，OMP、CoSaMP、SP 算法已不

能保证准确重构，LM-P 算法依旧能够保证高概率

重构信号。综合各算法重构方法可知，虽然实验中

所有算法采取相同的迭代次数（1 000次），且 LM-P

算法一次更新保护支撑集元素的时间复杂度最大

为O(MN )，但 OMP算法只有增补元素没有删减元

 
          (a) 算法重构准确率对比                                (b) 算法平均重构时间对比 

图 1  不同重构算法重构非零值服从正态分布的稀疏信号的性能对比 
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素的过程，SP 和 CoSaMP 算法一次更新的元素个

数分别为K个和 2K 个。平均重构时间为迭代次数

与单次迭代时间的乘积。因此，当K取较大值时，

LM-P 的重构时间劣于 OMP，SP 以及 CoSaMP 算

法，换取重构准确率的提高。 

此外，综合图 1(a)和图 1(b)显示可知，在

1≤K≤ 64时，LM-P 算法的重构准确率和平均重

构时间始终优于 GPA算法。 

以上实验结果表明，LM-P 算法在重构高稀疏

度信号方面具有显著优势。 

3.2  重构低信噪比稀疏信号 

实验 2  同样选取一维含噪稀疏信号 x长度

N = 256，并随机设置 x 中的 K 个元素的幅值为

1,2,⋯, K ，其他N − K 个元素则设置为 0.2倍幅值的
K

高斯噪声，即信噪比为10lg dB
0.04(N − K )

。显然，

即使稀疏度高达观测值一半即K = 128时，信号的信
噪比也约为 13.98 dB，为低信噪比信号。观测向量 y

长度M = 128，观测矩阵Φ为随机生成的M × N 维

高斯矩阵。OMP、CoSaMP、SP、GPA和 LM-P算法

在重构一维低信噪比稀疏信号的重构准确率与信号

稀疏度K (1≤K≤30 )之间的关系如图 2所示。 

 

图 2  重构含噪稀疏信号的重构准确率对比 

图 2显示，采用 OMP算法重构稀疏度K≤30

的低信噪比信号时，随着信号稀疏度增大，重构准

确率迅速下降；而 CoSaMP、SP 和 GPA 算法重构

低信噪比稀疏信号准确率受稀疏度的影响较小，重

构准确率能够分别保证在 88%、91%和 97%；LM-P

算法重构低信噪比稀疏信号的准确率波动极小，重

构准确率能够维持在 99%以上。 

在处理低信噪比信号的过程中，因为 OMP 无

删减元素过程，所以相对于其他算法较为光滑，但

是由于 LM-P算法能够最大概率增加正确支撑集元

素并加以保护使部分元素不受噪声干扰，从而在重

构低信噪比信号过程中始终保持较高的重构率和

极小的波动。 

以上实验结果表明，LM-P 算法是一种能在低

信噪比信号中辨识出正确支撑集并加以保护的有

效算法。 

3.3  重构所需观测值数目比较 

实验 3  为进一步分析 LM-P 算法的性能，对

各类算法精确重构所需观测值数目进行了比较。以

长度为 N = 256，稀疏度为K的一维信号 f 为例，

来测试同一稀疏度下不同算法实现精确重构对观

测值数目M的要求。重构信号以 f 来表示。经过大

| − ||2f f 2
量测试表明，当

2
0.004

|| f ||
≤ 时，重构信号 f 与

2

f 信号重合，没有视觉差异，即可认定算法实现了

准确重构。对同一稀疏度 K ，依次采用 OMP、
CoSaMP、SP、GPA、LM-P算法对信号 f 进行重构，

记录实现精确重构时的观测值数目。其中，将最大

迭代次数设为 1 000。 

 
图 3  重构所需观测值数目比较 

图 3显示，OMP、CoSaMP、SP、GPA、LM-P

算法分别在稀疏度K < 7、K < 22、K < 26、K < 33

和 K < 48时，所需观测值近似为稀疏度的 2 倍

（M = 2K ），满足理论最小极限边界，其中，LM-P

算法在K > 33范围内所需观测值最少。如在K = 40

时，LM-P算法需要约 80个观测值即可保证准确重构

原始稀疏信号，而GPA和 SP则分别需要至少 100和

110个观测值来保证准确重构原始稀疏信号，OMP

和 CoSaMP则需要超过 128个观测数据才有可能准
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确重构。而当观测值相同时，LM-P 算法可重构信

号的稀疏度范围最大，如图所示，当M = 80时，

OMP、CoSaMP、SP、GPA、LM-P 算法能保证准

确重构的信号稀疏度适用范围最大值分别为 16、

28、33、37和 40。 

显然，信号稀疏度K越大，所需的观测值数越

多才能保证更为精确的重构。在稀疏度递增的条件

下，OMP，SP，CoSaMP以及GPA算法逐次迭代挑

选的元素越来越差，故需要更多的测量值来提高重

构率；对于 LM-P 算法，由于引入保护机制，通过

保护支撑集元素，避免了最优元素的误删，且以残

差内积变化量来进行元素剔除和增加，保证了所得

支撑集的正确性，故所需的测量值数目是最少的。 

综上所述， LM-P算法相对于 OMP、CoSaMP

SP 和 GPA 算法，重构具有相同稀疏度的信号所需

观测值最少，实现了高概率重构原始稀疏信号前提

下的高压缩率，有更宽广的适用环境。 

3.4  重构二维图像信号 

实验 4  为检验本文算法对二维图像信号的重

构性能，选择标准 256 × 256的 Lena 为测试图进行

峰值信噪比（PSNR）的比较。实验采用离散余弦

变换进行基稀疏变换，再通过重构算法还原信号，

最后计算重构图像的峰值信噪比。实验中观测向量

数M = 128。 

如图 4 所示，对稀疏度为测量值一半的 Lena

图像信号进行重构时，LM-P算法和 OMP、GPA算

法的重构效果没有视觉差异，均优于 CoSaMP和 SP

算法。对 Lena 图进行相同的稀疏处理过程，依次

采用 OMP、CoSaMP、SP、GPA、LM-P 算法对信

号进行重构，重构信号的 PSNR如表 2所示。 

   
(a) Lena原图         （b）OMP         （c）CoSaMP 

   
(d) SP              (e) GPA             (f) LM-P 

图 4  不同算法重构 Lena效果图 

、

表 2  重构算法的峰值信噪比的对比（单位：dB） 

PSNR 
算法名称 

K = 64  K = 49  K = 36  

OMP 31.013 7 32.013 7 30.608 9 

CoSaMP 12.706 8 21.020 9 30.606 2 

SP 22.853 1 31.515 0 30.610 2 

GPA 31.949 0 32.067 0 30.610 5 

LM-P 33.410 5 32.068 4 30.614 7 
 

表 2 表明，当 K = 36时，所有算法都能实现

二维信号的精确重构，重构信号的 PSNR 大小由

于测量矩阵为高斯随机矩阵而有细微区别。当

K = 49时，LM-P算法、OMP、GPA算法重构信号

的 PSNR相当，略高于 SP算法，显著高于 CoSaMP

算法。尽管 LM-P和 OMP、GPA算法选取支撑集

元素的方式有所区别，但 3 个算法选取影响二维

图像信号重构效果的绝大多数元素相同，重构信

号的 PSNR基本相同。SP算法依据残差与观测值

的相关性一次选取 K个元素，由于无法保证测量

矩阵任意 2K 列不相关，重构准确率稍有下降。

而 CoSaMP算法因稀疏门限效应，重构准确率显

著降低，PSNR减小。当 K = 64，LM-P算法重构

信号 PSNR 最高。这是由于 LM-P 算法能正确保

护支撑集元素，在稀疏度较高情况下依然保持较

高重构准确率。  

4  结束语 

本文提出的 LM-P算法，利用正交补矩阵、正

交补投影矩阵和子内积逆运算减少了残差内积变

化量的计算复杂度，结合正确支撑集元素的保护机

制提高了重构稀疏信号的准确率，扩展了可重构稀

疏信号的稀疏度范围。实验结果表明，LM-P 算法
M

能高准确率地重构稀疏度高达

2
的一维稀疏信

号，同时重构低信噪比稀疏信号时准确率波动性显

著小于 OMP、SP、CoSaMP和 GPA算法，在相同

稀疏度或相同观测值数目情况下的重构性能也优

于以上算法，在重构二维图像信号时峰值信噪比性

能也显著高于 CoSaMP和 SP算法，略高于 OMP、

GPA算法，是一种保证高准确率且计算复杂度低的

贪婪重构稀疏信号算法。 
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