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复杂网络中 k-核与网络聚集系数的关联性研究 

刘君，乔建志 
（东北大学 信息科学与工程学院，辽宁 沈阳 110819） 

摘  要：选取复杂网络特征变量—聚集系数为研究目标，通过数学推导与证明，清晰描述了 k-核与聚集系数的关

联性。通过仿真实验证明，随着 k-核的不断解析、k值的不断增加，网络聚集系数亦呈现逐步增加的趋势。该结

论为 k-核解析在复杂网络中的进一步应用提供相应的理论基础与指导。 
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Research on relevance between k-core and 

clustering coefficient in complex network 

LIU Jun, QIAO Jian-zhong 
(School of Information Science & Engineering, Northeastern University, Shenyang 110819, China) 

Abstract: K-core analysis is an effective way to simplify the graphic topological structure. Many researches considered 

that the higher value k is, the more important the core is in complex network. But the relevance analysis between k-core 

and clustering coefficient has not been made. Experimental results show that with the k-core analysis, the trend of the 

clustering coefficient is consistent with k. The proposed conclusions can provide theoretical basis and guidance for the 

future applications of k-core analysis in complex network. 
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1  引言 

复杂网络是一种新兴的网络研究理论，该理论正

渗透到数理学科、生命学科和工程学科等众多不同的

领域。学术界关于复杂网络的研究方兴未艾。特别是，

国际上有2项开创性工作掀起了一股不小的研究复杂

网络的热潮。一是 1998年Watts和 Strogatz在Nature

杂志上发表文章，引入了小世界(small-world)网络模

型，以描述从完全规则网络到完全随机网络的转

变；二是 1999年 Barabási和 Albert在 Science上发

表文章指出，许多实际的复杂网络连接度分布具有

幂律形式[1,2]。近些年，对于复杂网络的研究出现了

较多成果，大致可以分为 2 类：1）结构分解类：

理解真实世界中复杂网络（如 Internet，WWW，细

胞组织网络等）的体系结构并抽取出它们中紧密联

系的部分——社团、结构洞、k-核等，发现它们之

间的联系[3,4]。2）特征指标类：研究人员提出了一

系列复杂网络特征（如介数、度分布、聚集系数等）

来描述真实世界中复杂网络的拓扑结构。这些指标

为宏观统计学角度研究复杂网络提供了非常有力

的工具，例如通过统计 Internet中节点的数据交互，

分析获取 Internet 拓扑结构的介数、度分布、聚集

系数等特征，依据这些统计特征就可以设计相应的

实模来仿真 Internet的拓扑结构。 

总体来看，目前关于复杂网络的研究多数只

是停留在宏观统计分析上，通过对某一事件的关

联数据进行统计，采用曲线估计、拟合等方法分

析并找出规律，例如在文献[5]中，作者就 Internet

的拓扑结构突发性改变展开研究，通过统计大量

Internet的数据来尝试解释突变的原因。宏观统计
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分析能够从统计学角度解释很多一直困扰让人的

问题，但是由于数据的偶然性和时间的局限性，很

难确保统计的样本量对于规律描述是充分的，此

时需要一种科学客观的复杂网络拓扑结构描述理

论。将宏观统计分析与该结构描述理论相结合能

够更科学地解释一些现象，然而目前对于复杂网

络拓扑结构描述理论方面的研究几乎处于空白。

k-核解析是一种高效的图形分析方法，通过该方

法，网络逐渐趋于核心的区域，一些研究人员给

出了定性的结论：越中心的核，连通性越强。但

是为什么会出现这种规律，连通性增强的幅度等

问题均未回答。为此本文从 k-核解析模型着手，

研究了其数学意义，推导分析了该模型与网络聚

集系数的关联性。得出的相关结论能够为 k-核解

析的进一步应用奠定相应的基础。 

2  k-核解析模型 

设图G = (V, E)是由|V| =n个节点和|E|=e条边所

组成的一个无向图，则 k-核的定义[6]如下。 
定义 1  k-核（k-core）。由集合C V⊆ 推导出

的子图 H=(C, E|C)，当且仅当对 C中的任意节点 v，

其度值均大于或等于 k，即 v C∀ ∈ : degree H(v)≥k，

具有这一性质的最大子图就叫作 k-核。核中包含的

节点数目则称为核的大小。依据 k-核的定义，图 G

的 k-核就可以通过反复地移去那些度值小于 k的节

点以及与其连接的边，直到余下图中所有节点的度

值都大于或等于 k来得到。因此可以通过 k-核解析

由外层至内层一层一层地解析网络，直到最内层为

止，从而揭示网络的层次结构性质。 

图 1所示为 k-核解析的流程。首先按照 k-核定

义去掉图 1中度值为 1的黑色节点及其边，剩下的

由灰色与白色节点构成的拓扑图即为 2-核；然后去

掉度值为 2的灰色节点，剩下的由白色节点构成的

拓扑结构图为 3-核。需要注意的是，若图 1中出现

Y4节点，按照核解析的定义，需要反复去掉度值为

2的节点，因此{Y1，Y2，Y3，Y4}都将会在 2-核解析

过程中被去除，即虽然它们初始度值不同，但是最

终都属于 2-层节点。 

3  k-核与聚集系数关联性分析 

大量文献给出了关于 k-核解析的定性描述：高

核内节点的连通性高、传播性强。但是连通性、传

播性到底代表什么，用什么来表示，均未给出详细

定量的描述。本文将连通性、传播性统称为小世界

特性，并引入网络直径与聚集系数概念来表征网络

小世界特性的强弱。网络直径越小、聚集系数越大

的网络小世界特性越强，反之越弱。 

 

图 1  k-核解析示意 

定义 2  节点聚集系数(clustering coefficient)[7～9]。

某节点 i 的聚集系数为该节点所有邻居节点之间连

接数目占可能的最大连接数目的比例 
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中所有节点 CC

i

的均值 C。节点聚集系数是反映节

点在网络连通性特征上贡献的一个重要指标。网络

聚集系数是反映网络拓扑结构连通性、传播性的一

个关键因素。 

定义 3  网络直径。指网络中任意两节点间跳

数的最大值[10,11]。网络直径与聚集系数共同确定着

网络小世界特性的强弱。例如图 2(a)网络的网络直

径为 6跳，网络聚集系数 C

a

为 
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图 2(b)中网络直径为 3跳，网络聚集系数 C

b

为 
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由此可以看出图 2(b)网络的小世界特性较图

2(a)网络的小世界特性强，即连通性、传播性均要
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高于图 2(b)网络。因此在图 1给出的网络拓扑基础

上进行 k-核解析满足上文提及的“高核对应着高连

通性与传播性”结论。但是是否在任意给定的拓扑

结构中这一结论均成立？下文将围绕这个问题对

命题 1展开论证。 

 

(a) 网络直径为 6 

 

(b) 网络直径为 3 

图 2  k-核解析局部示意 

命题 1  在给定网络拓扑上，不断进行 k-核解

析，若 k核对应的网络聚集系数为 C

k

，k+1核对应

的网络聚集系数为 C

k+1，则有 C

k+1＞Ck

；若 k核对应

的网络直径为 D

k

，k+1核对应的网络直径为 D

k+1，

则有 D

k

＜D
k+1。 

证明  首先关于网络直径的变化：由 k-核解析

的定义可知，随着核数的增加，k核变为 k+1核时，

网络中节点数目是减少的，且节点间的连边也是只

有减少没有新增。所以网络中两点间最大跳数不可

能增加，即 D

k

＜D
k+1。其次关于聚集系数的变化，

对式(1)进行变形 
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在任意结构中，k-核内节点 i 的邻居节点数 k

i

为常数，能影响 k-核结构中节点 i聚集系数的因素

为 E

i(k)。此外通过式(4)可以看出 k 核中节点 i 的聚

集系数CC

i(k)与 k核拓扑中节点 i的邻居节点间连边

数目呈离散线性方程关系，其中，K

i(k)为 k 核中节

点 i对应方程系数。 

图 3 为拓扑由 k-核向 k+1-核解析的示意，k-核

内节点 I、J的度值为 d

J(k)与 d

I(k)，且 d
J(k)＜dI(k)。节点

I为 J的邻居节点，在该次解析过程中按照 k-核解析

的原则将被去除，且 J 节点能够保留在更高核内。

当节点 I被去除时，对于拓扑中其他剩余节点对应聚

集系数将会有 2种结果：保持不变或改变。 

 

图 3  k-核向 k+1-核解析示意 

本文主要讨论节点 I 被去除后聚集系数发生变

化的节点。例如以图 3中的节点 J为例，节点 I为

J 的邻居节点，且节点 I 与 J 的其他邻居节点存在

连边，则 I的去除将会影响节点 J的聚集系数。由

于给定拓扑的聚集系数与拓扑内部连边数目呈过

原点的线性关系，如图 4所示，因此，只需要确定

式(4)线性方程中的K

i(k)即可确定 k-核与 k+1-核对应

的线性图。从图 4中可以看出，若 k-核解析后节点

J 的邻居节点间连边数目相等，即 E

J(k)=EJ(k+1)，则

k+1 核中节点 J 对应的网络聚集系数大于 k 核中节

点 J对应的网络系数。 

 

图 4  聚集系数与 E

i

的线性方程 

然而由于 k-核解析，I 节点被去除后，导致了

k+1 核中连边数目发生了减少，即 I 被去除后， 

K

J(k)＜KJ(k+1)，但是 E

J(k)＞EJ(k+1)，难以确定最终节点 J
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聚集系数的变化。对于图 3给出的拓扑结构，按照

k-核解析的原则可以得出如下推论。 

1) 由于 k-核中节点 J的度值为 d

J(k)，因此，k-

核中节点 I 的度值 d

I(k)最大为 d

J(k)−2，因为若

d

I(k)=dJ(k)−1，则当 I被去除后节点 J的度值也将变成

d

J(k)−1，依照 k-核解析定义，J节点也将被去除，这

与原设定不符。 

2) 当 k-核内节点 I被去除后，(k+1)-核中节点 J

邻居节点连边数目相对于 k-核中节点 J 邻居节点连

边数最多减少 d

J(k)−3条，即 E

J(k)−EJ(k+1)＜= d
J(k)−3，因

为即使节点 I 在 k-核内取最大度值 d

J(k)−2,节点 J 邻

居节点连边数目中 I节点的所占据的连边数目应为 I

的度值减去 I与 J之间的一条连边，即为 d

J(k)−2−1。 

3) 当 k-核内节点 I被去除后，k+1-核内每个节

点度值最小为 d

I(k)−1，因为若某个节点度值为

d

I(k)−2，则该节点将与节点 I一起被去除。 

图 4 中给出了 k-核、(k+1)-核中聚集系数的函

数直线，可以看出，E
J(k)与 E

J(k+1)的差值若可以取任

意值，则 CC

J(k)与 CC

J(k+1)的大小无法确定。但是通过

上述结论可知 E

J(k)与 E

J(k+1)的差值最高为 d

J(k)−3，在这

个限制下 CC

J(k)与 CC

J(k+1)存在何种大小关系呢？ 

从图 4 中可以看出在给定某个 E

J(k)值的前提

下，随着 E

J(k)与 E

J(k+1)的差值由零逐步变大，将会

依 次 出 现 CC

J(k)＜CCJ(k+1) 、 CC

J(k)=CCJ(k+1) 和

CC

J(k)＞CCJ(k+1)的关系。EJ(k)与 E

J(k+1)的差值越小，则

CC

J(k)＞CCJ(k+1)越不可能出现。因此，若当 E

J(k)− 

E

J(k+1)= d
J(k)−3时，CC

J(k)＜CCJ(k+1)，则可以得出结论：

无论 E

J(k)取何值，k+1-核对应的聚集系数将大于 k

核对应的聚集系数。当 E

J(k)− E
J(k+1)= d

J(k)−3时，假

设式(5)成立 
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又因为图 3中节点 J的度值就是节点 J邻居节

点的个数，因此 d

J(k)=l J(k)，所以式(6)可以演化为 
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由于节点 I取得度值为 d

J(k)−2，所以在 k+1-核

内每个节点的度值最小为 d

J(k)−1，去除与节点 J的

连边。则在 k+1-核内，节点 J的邻居节点共有 d

J(k)−1

个，每个节点度值最小为 d

J(k)−2。通过拓扑学不难

得出，这 d

J(k)−1个度值最小为 d

J(k)−2的邻居节点，

构成的拓扑就是全连通拓扑结构，此时的 E

J(k+1)为 

( ) ( ) ( ) ( )

( 1)

( 1)( 2) ( 2)( 3)

2 2

J k J k J k J k

J k

d d d d

E +

− − − −
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式(8)证明了式(7)的成立，因此假设成立，即

CC

J(k)＜CCJ(k+1)。 

通过上述证明可以得出 2点结论。 

1) 在 k-核解析过程中若被去除节点 I的度值为

d

J(k)−2，则 k+1 核中节点 J 的邻居节点间将为全连

通结构。 

2) 在给定拓扑结构中进行 k-核解析使拓扑结

构由 k-核变为 k+1-核，当去除一个低度值节点 I时,

若 I节点的去除对原拓扑结构中节点 J的聚集系数

产生影响，且节点 J保留至高核中时，则节点 J在

k+1-核中对应的聚集系数大于 k-核中对应的聚集系

数。即随着 k-核解析的进行，高核节点的聚集系数

保持不变或者增高。 

由上述结论不难看出，随着低核节点的逐个

去除，一方面导致高核中节点数目的降低，另一

方面保留在高核中各个节点的聚集系数只增不

减，因此高核拓扑结构最终对应的网络聚集系数

将会增加，即命题 1成立。至此，关于命题 1的

证明结束。 

4  实验及仿真 

为了检验命题1的正确性，本文设计了一个实验，

首先实现了 Les Miserables网络生成方法[12]，生成了

一个复杂网络，构建了网络拓扑结构布局，然后借助

于Gephi复杂网络性能分析平台，逐步进行 k-核解析，

统计每一个 k值对应的网络聚集系数。若随着 k值的

增加，网络聚集系数呈增长趋势，则能够验证命题 1

的正确性。实验相关的设置如表 1所示。 
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表 1 网络仿真参数设置 

项目 数值 

图类型 无向图 

节点数 77 

边数 254 

动态图 No 

分层图 No 

自动标尺 Yes 

创建丢失节点 Yes 

 

图 5显示了表 1仿真环境下，不同 k值设定下

的网络拓扑结构分解图，可以看出，随着 k值的增

加，网络中节点越来越少，当 k=10时，网络消失，

因此表 1 给出的网络拓扑最高核为 9。此外当 k=5

与 k=6时，网络拓扑结构没有发生变化，因此当 k=5

时的网络拓扑结构中所有节点度值均大于 6。 
 

  

(a) k=1                          (b) k=2 

 

 

(c) k=3                            (d) k=4 

 

 

(e) k=5,6                       (f) k=7 

  

(g) k=8                    (h) k=9 

图 5  k−1核解析分解 

各个 k值对应的网络聚集系数如表 2所示。 

表 2 k 值与网络聚集系数的对照 

k值 聚集系数 

1 0.736 

2 0.777 

3 0.822 

4 0.826 

5,6 0.826 

7 0.827 

8 0.827 

9 0.952 

 

从表 2 可以看出，随着 k-核的不断解析、k

值的不断增加，网络聚集系数呈现逐步增加的趋

势，该仿真测试结果与定理 1相吻合。 

5  结束语 

本文主要对 k-核解析与网络聚集系数之间的关

联进行了论证研究。k-核解析是一种复杂图分解的

常见方法，但是随着 k-核的不断分解，高核结构所

体现出的特性到底如何变化是一项研究空白，本文

针对网络聚集系数这一特性，展开了研究。通过理

论推导与证明，明确了 k-核分解与网络聚集系数之

间的关联，即越高核对应的网络聚集系数越高，在

此基础上设计了实验检验理论证明。本文得出的结

论可以与现有宏观统计分析方法相结合，为复杂网

络应用提供相应的理论基础，例如重要节点或者

结构发掘研究、网络抗毁性研究等。以文中实验

为例，当 9-核网络对应的聚集系数为 0.952，这表

明该网络中的小世界性很高，具有高传播性和高

抗毁性，对病毒预防领域中，该结构的危险性最

高，通过本文后续研究能够找出最优结构调整策

略，在微小删边代价下重构 9-核，将能大大提高网

络病毒兔疫能力。 

在后续工作中，本文将重点研究网络节点、边

的价值属性，即当删除/添加一个节点或者一条边对

网络的聚集系数以及其他特征参数所产生的影响。

k-核解析在某种意义上也是一种节点、边的删除行

为，但是本文只是通过推导证明了 k-核分解会造成

网络聚集系数的增加，但是并没有给出具体增加的

幅度。通过后续工作的研究，能够为 k-核解析提供

一种全新的量化视角。 
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