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基于最小 CIM准则的 Farrow结构分数时延估计 

于玲 1, 2，邱天爽 1 
（1. 大连理工大学 电子信息与电气工程学部，辽宁 大连 116024；2. 辽宁工业大学 电子与信息工程学院，辽宁 锦州 112021） 

摘  要：提出了一种基于最小相关熵诱导距离（CIM）和 Farrow结构的分数时延估计算法。该算法具有较强的抗

脉仲噪声的能力，且所需观测数据较少，时延估计结果精度较高。理论分析和仿真实验表明，所提算法的估计精

度和抗脉仲噪声性能均优于基于分数低阶统计量的 LETDE算法。 
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Fractional time delay estimation method based 

on the minimum CIM and the Farrow structure  
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2. School of Electronic & Information Engineering，Liaoning University of Technology, Jinzhou 112021,China) 

Abstract: A fractional time delay estimation algorithm is proposed which is based on the minimum CIM and the Farrow 

structure (referred to as MCIMFarrow). The proposed MCIMFarrow algorithm performs well in symmetric Alpha stable 

noise conditions. And it needs little observation data to gain high accuracy estimation results. The theoretical analyses 

and the simulation results show that the MCIMFarrow is much better than the LETDE algorithm based on the fractional 

lower order moments in the accuracy of the time delay estimation and the robustness in impulsive noise conditions. 
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1  引言 

分数时延估计在许多领域有重要的作用，如医学

辅助诊断[1]、测距[2]、波束形成[3]、卫星导航系统[4]

等。分数时延估计算法的精确度是衡量其性能的重要

指标。但分数时延估计算法受到噪声干扰时，可能导

致时延估计误差增加甚至导致错误估计结果。故分数

时延估计算法的抗噪声性能直接影响其精确度和在

实际环境中的应用效果。目前的分数时延估计算法大

多建立在高斯噪声的假设上[1～4]，当信号受到脉仲噪

声干扰时，算法性能会严重下降或失效。文献[5]给出

了基于分数低阶矩的 LETDE算法，该算法能够消除

文献[6]中 ETDE算法在脉仲噪声条件下的退化现象，

但该算法需要较多数据点数进行迭代，计算量较大。

本文受相关熵思想的启发，提出了一种基于最小相关

熵诱导距离（CIM）和 Farrow结构的分数时延估计算

法。该算法具有较强的抗脉仲噪声的能力，且所需观

测数据较少，时延估计结果精度较高。 

2  Farrow 结构分数时延估计 

Farrow 结构分数时延滤波器 [7]是 Farrow 在

1988年提出的。Farrow结构的分数时延滤波器的频

率响应如下 
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其中，
0 1

[ ]ω ω, 为输入信号带宽范围，
0 1

[ ]D D, 为输

入信号时延范围。 

图 1为 Farrow结构分数时延估计算法结构，可

以看出，该分数时延滤波器部分由 L个 K阶 FIR滤

波器组成，且以分数时延D作为输入参数，相当于

用 L阶D的多项式来近似整体的滤波器系数，这就

将D独立于具体的滤波器系数，当输入分数时延D

发生改变时，不需改变滤波器整体结构（不需改变
维数 L和阶数 K）即可实现对 ( )x n 时延的改变，这

种结构非常适合硬件实现，受到广泛的关注[8～11]。 

 
图 1  Farrow结构分数时延估计算法结构 

采用 Farrow 结构分数时延滤波器的分数时延

估计算法如下。 

设两接收信号的离散模型为 

 
1

( ) ( ) ( )x n s n w n= +  (3) 

 
2

( ) ( ) ( )y n s n D w n= − +  (4) 

其中， D 表示两信号之间的时间延迟，假设为
[ 0.5,0.5]− 之间的小数，

1

( )w n 和
2

( )w n 为接收信号中

的加性噪声。 
使用 Farrow 结构分数时延滤波器对 ( )x n 进行

延时，构造一组信号 ( )

i

x n d− ，其中，
i

d 为[ 0.5,0.5]−

范围内以固定增量作为步长 t ( 0 1t＜ ＜ )滑动所取的
一组值， 1,2, , 1/i t=

 

 

… ， 1/ t

 

 

是将1/ t向下取整，

表示扫描次数（时延范围长度/步长）。将 ( )

i

x n d− 分

别与 ( )y n 相比较，计算 ( )

i

x n d− 和 ( )y n 之间的均方

误差。使两信号之间均方误差最小的
i

d ，即为所求

的 ( )x n 与 ( )y n 的时延估计值 ˆ

D，即 

 
2

ˆ

argmin{E ( ) ( ) }

i

i

d

D x n d y n= − −  (5) 

3  基于最小 CIM 准则的 Farrow 结构分数
时延估计 

3.1  Alpha 稳定分布的概念与对 Farrow 结构分数

时延估计的影响 

Alpha 稳定分布是高斯分布的一个推广，满足

广义中心极限定理，能很好地描述实际信号的尖峰

脉仲噪声特性。Alpha稳定分布随机变量 X 的特征

函数如式(6)所示。 

( ) exp{j | | [1 j sgn( ) ( , )]}u au u u u

αϕ γ β ω α= − +  (6) 
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其中，参数 0 2α＜ ≤ 是特征指数，表示 Alpha稳定

分布概率密度拖尾的厚度，α 值越小，表明远离分
布中心位置随机变量的概率越大， 2α = 时，Alpha

稳定分布与高斯分布相同； a是位置参数，表示分
布的均值（1 2α＜ ≤ ）或中值（ 0 1α＜ ＜ ）； 0γ ＞ 为

分散系数，表明 Alpha稳定分布的分散程度，类似

于高斯分布的方差，当 2α = 时，分散系数等于方
差的一半； 1− 1β≤ ≤ 为对称参数，当 0, 0γ β= =

时为对称 Alpha稳定分布（SαS稳定分布）。本文所

使用的 Alpha稳定分布均为SαS稳定分布。 

由于非高斯的 Alpha 稳定分布噪声仅存在
p α＜ 的 p阶矩，不存在有限的二阶矩，故随机信

号受 Alpha稳定分布噪声干扰时不存在有限的二阶

矩。Farrow结构分数时延估计算法所使用的最小均

方误差准则在 Alpha稳定分布噪声条件下会失效。 
3.2  相关熵和 CIM 的概念 

相关熵[12～14]是相关函数的一种推广，可以作为

衡量 2个随机信号局部相似性的度量，广泛应用于

各种非高斯的信号处理领域[15～17]。 

2个随机变量 X 和Y，其相关熵由式(8)给出。 
 ( , ) E[ ( )]V X Y X Yσ σκ= −  (8) 

其中，
2

2

1 ( )

( ) exp

2

2π

X Y

X Yσκ
σσ

 −− = − 
 

， 0σ ＞ 为

核长。若 X 和 Y 分别只有 N 点观测数据

}{
1

( ( ), ( ))

N

n

x n y n

=
，则 X 和Y的相关熵估计值可以由

式(9)得到。 
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CIM（correntropy induced metric）是由相关熵

所诱导的度量标准[13]，具有良好的抗脉仲噪声能

力。CIM的定义式如下 

 1/ 2

CIM( , ) ( (0) ( , ))X Y V X Yσ σκ= −  (10) 

CIM 具有类似于多种范数距离组合的几何意

义。当 2个点距离比较近时，CIM类似于 L2范数

距离，这一区域为欧几里德区（Euclidean zone）。

在欧几里德区之外 CIM类似于 L1范数距离，该区

域为过渡区（transition zone）。如两点距离再远，则

CIM 趋近于 L0 范数距离，该区域为纠正区

（rectification zone）。 

作为距离的度量标准，CIM满足以下性质：1)
非负性，即CIM( , ) 0X Y ≥ ；2)当且仅当 X Y= 时，

CIM( , ) 0X Y = ； 3)对称性； 4)三角不等式，

CIM( , ) CIM( , ) CIM( , )X Z X Y Y Z+≤ 。 

3.3  基于最小CIM准则的Farrow结构分数时延估计 

本文采用最小 CIM准则对 Farrow结构分数时

延估计算法进行改进，称为MCIMFarrow算法。 
使用 Farrow 结构分数时延滤波器对 ( )x n 进行

延时，构造一组信号 ( )

i

x n d− ，
i

d 为[ 0.5,0.5]− 范围

内以固定增量作为步长 t  ( 0 1t＜ ＜ )滑动所取的一
组值， 1,2, , 1/i t=

 

 

… 。按式(11)计算观测信号 ( )y n

和 ( )x n 这组延时信号 ( )

i

x n d− 之间的一组相关熵

诱导距离CIM( ( ), ( ))

i

y n x n d− 。 
1/ 2

,

ˆ

CIM( ( ), ( )) { (0) [ ( ), ( )]}

i N i

y n x n d V y n x n dσ σκ− = − −  

  (11) 
由 CIM 的性质 1)和性质 2)可知，当 ( )x n 的这

组延时信号 ( )

i

x n d− 中的某一个趋近于 ( )y n 时

CIM( ( ), ( ))

i

y n x n d− 取最小值，设此时的
i

d 为时延

估值 ˆ

D，则有 

 ˆ

CIM( ( ), ( )) miny n x n D− →  (12) 

即 

 ˆ

argmin(CIM( ( ), ( )))

i

i

d

D y n x n d= −   (13) 

3.4  性能分析 

1) SαS稳定分布条件下 CIM的有界性 
定理 1  若随机信号满足

1

( ) ( ) ( )x n s n w n= + ，

2

( ) ( ) ( )y n s n D w n= − + ，其中， ( )s n 有界，
1

( )w n 和

2

( )w n 为SαS稳定分布噪声，则 ( )y n 和 ( )x n 之间的

相关熵诱导距离 CIM 有界，且满足 0 CIM( ( ),x n≤  
1/ 2

1

( ))

2π

y n

σ
 ＜  
 

。 

证明 
1/2

1/2

1/2

1 2

1/2

1 2

CIM( ( ), ( )) { (0) [ ( ), ( )]}

{ (0) E[ ( ( ) ( ))]}

{ (0) E[ ( ( ) ( ) ( ) ( ))]}

{ (0) E[ ( ( ) ( ))] E[ ( ( ) ( ))]}

x n y n V x n y n

x n y n

s n s n D w n w n

s n s n D w n w n

σ σ

σ σ

σ σ

σ σ σ

κ
κ κ
κ κ
κ κ κ

= −

= − −

= − − − + −

= − − − − −

 

  (14) 

由于 ( )s n 有界，则E[ ( ( ) ( ))]s n s n Dσκ − − 有界，

且满足
1

0 E[ ( ( ) ( ))]

2π

s n s n Dσκ
σ

＜ − − ≤ 。 

由于
1

( )w n 和
2

( )w n 为SαS稳定分布噪声，若令

( )
1 2

( ) ( )w n w n w n= − ，则由SαS稳定分布性质可知，

( )w n 同样为SαS稳定分布。 ( )w n 的特征函数为：

( ) exp( j )u au u

αϕ γ= − ，其概率密度函数为 

 
1

( ) ( ) exp( j )d

2π

f w u uw uϕ
+∞

−∞

= −
∫

 (15) 

这样， 

1 2

E[ ( ( ) ( ))] E[ ( ( ))]

( ( )) ( )d

w n w n w n

w n f w w

σ σ

σ

κ κ

κ
+∞

−∞

− =

=
∫

 
(16)

 

将式(15)代入式(16)整理得 

( )2 2

0

1 1

E[ ( ( ))] exp cos d

π 2

w n u u au u

α
σκ σ γ

+∞
 = − − 
 ∫

 

  (17) 

由于 

( )2 2

0

1 1 1

0 exp cos d

π 2

2π

u u au u

ασ γ
σ

+∞
 ＜ − − 
 ∫

≤  

  (18) 

且由 CIM的性质 1)可知 

 CIM( ( ), ( )) 0x n y n ≥  (19) 

故 

 
1/ 2

1

0 CIM( ( ), ( ))

2π

x n y n

σ
 ＜  
 

≤  (20) 

定理 1证毕。

 2) 计算量分析 

本算法的计算量主要体现在两方面：即
CIM( ( ), ( ))

i

y n x n d− 的计算和 Farrow结构分数滤波

器的系数
,k l

C 的计算。CIM( ( ), ( ))

i

y n x n d− 的计算量

是由 ( )y n 和 ( )x n 的数据长度 N 和扫描次数

1/T t=
 

 

决定的，计算量为 ( )O NT 。Farrow结构分
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数滤波器的系数
,k l

C 计算比较复杂，国内外有较多

文献对其计算方法进行了研究[18～20]。本文算法中的

时延值是一个确定的量，可以按步长和信号带宽在

时延估计之前确定 Farrow 结构的阶数 L和 K，并
按文献[20]中描述的方法计算系数

,k l

C 。而扫描估计

时延时，只需按照计算出的系数
,k l

C 和步长查表后对

输入信号进行滤波即可，只有当输入信号的带宽或步
长发生改变时才需要对系数

,k l

C 重新计算。这样可以

显著地减小算法的计算量，提高计算速度。 

3) 步长影响分析 

本文算法为扫描式时延估计，每个步长的扫描速

度和时延扫描范围直接影响时延估计的速度，如需应

用于时变时延，则需将步长适当放大或减小扫描范围

以提高算法的时延跟踪能力。扫描步长还对估计精度

有一定影响，步长越小，估计精度越高，但估计速度

会随步长减小而明显降低。如信噪比较小或需要对时

延变化快速跟踪时也可以适当加大步长。 

4) Farrow结构的阶数 L和 K讨论 

由图 1和式(1)、式(2)可知，Farrow结构的阶

数 L代表使用 FIR 滤波器的组数，即对时延 D进

行多项式插值的阶数， K代表每组 FIR 滤波器的

阶数。L和 K不用选择相同的数值，L可以相对较

小，即可达到插值的精度要求，而 K要尽可能选

得大一些，以保证 FIR 滤波器通带纹波较小。文

献[20]指出 7L = ， 34K = 即可适用于大多数的信

号处理情况。 

5) 整数部分不为零时的时延估计 
本文算法适用于时延范围为 [ 0.5,0.5]− 的分数

时延估计。如需对整数部分不为零时的时延进行估

计，可以用广义类相关熵法[15]（或其他方法）先估
计时延的整数部分

int

D 。由于广义类相关熵法只能

在整数采样点上进行时延估计，故其所得正确时延
估计值

int

D 与时延真值D之间的误差范围为 0.5± ，

因此先对 ( )x n 直接延迟
int

D 获得
int

( )x n D− ，再对

int

( )x n D− 与 ( )y n 应用本文算法在 [ 0.5, 0.5]− 范围

内进行时延估计，获得小数部分时延估计值 ˆ

D，

( )x n 与 ( )y n 之间完整的时延估计值即为
int

ˆ

D D+ 。 

4  计算机仿真结果及讨论 

取输入信号 ( )s n 为载频 10 MHz，采样频率为

60 MHz，相对带宽为 40%的宽带 BPSK信号，观测

的数据长度是 1 000点，真实时延 0.57D = 个单位

采样点，所加噪声
1

( )w n 和
2

( )w n 为对称 Alpha稳定

分布噪声，本文算法步长 0.01t = ， 7L = ， 34K =
每次参数变化均进行 500次蒙特卡罗仿真实验。图

2为 1.5α = 时，广义信噪比变化对时延估计值均方

误差的影响。广义信噪比定义如式(21)所示，其中，
2

s

σ 是输入信号的方差，
w

γ 是 Alpha 稳定分布噪声

的分散系数，单位为 dB。 

 2

10lg( / )

s w

GSNR σ γ=  (21) 

 
图 2  广义信噪比变化对时延估计值均方误差的影响 

图 2 给出了本文算法（MCIMFarrow）在广义

信噪比变化时时延估计值均方误差的变化，并与文

献[5]的基于分数低阶统计量的 LETDE 算法进行

对比。为了保证 LETDE算法有足够的迭代次数，

以获得较为准确的时延估计值，LETDE算法使用

15 000点观测数据，且将迭代未收敛的时延估计值

去掉后求时延估计值的均方误差并与本文算法进

行比较。可以看出在广义信噪比为 2～20 dB时，本

文算法时延估计值的均方误差显著优于基于分数

低阶统计量的 LETDE算法。 
图 3为 10 dBGSNR = ，特征指数α 参数在 1～2

之间变化时上述 2种算法估计值均方误差的变化。

显然，α 在 1～2之间变化时，本文算法时延估计值

的均方误差比基于分数低阶的 LETDE 算法小，并

且本文算法对高斯噪声同样有效，且误差很小。 

2 种算法运行速度也有较大差异，在GSNR =  
10 dB， 1.5α = 的情况下，本文提出的MCIMFarrow

算法和基于分数低阶的 LETDE 算法的平均运行时

间为 0.603 8 s/次和 4.944 7 s/次。本文算法运行速度

明显高于 LETDE算法。 

由文献[13]可知通常采用 Silverman 准则迭代
确定的核长范围在[1.8,3]之间，为了验证核长的变
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化对本文算法的影响，在 10 dBGSNR = ， 1.5α = 的

情况下，核长σ 选取[0.5,5]范围变化观察时延估计

值均方误差的变化，如图 4所示，显然，核长变化

对本文算法的准确性影响不大。 

 
图 3  特征指数α 对时延估计值均方误差的影响 

 
图 4  核长对时延估计值均方误差的影响 

5  结束语 

本文提出一种基于最小 CIM 准则和 Farrow

结构的分数时延估计算法。理论分析和仿真实验

表明，该算法具有较强的抗脉仲噪声能力，能在

较低 GSNR下获得较为精确的分数时延估计值，

且所用观测数据点数较少，算法简单、有效。与

基于分数低阶统计量的 LETDE 算法相比，在准

确性、抗脉仲噪声性能和所需数据点数方面具有

较大优势。 
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