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基于特征值极限分布的合作频谱感知算法 

弥寅，卢光跃 
(西安邮电大学 无线网络安全技术国家工程实验室，陕西 西安 710121) 

摘  要：采用最新的随机矩阵理论，对多个认知用户接收信号采样协方差矩阵的最小特征值的极限分布进行了分

析，提出了一种改进的最大最小特征值合作感知和门限判决方法。该算法不需预知授权用户信号的先验知识，且

能有效克服噪声不确定度的影响。与现有算法相比，在给定虚警概率时，仿真结果显示该算法判决门限更低、检

测概率更高；而且在认知用户和采样数较少时，也能获得很好的检测性能。 
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Abstract: A novel maximum-minimum eigenvalue (NMME) cooperative spectrum sensing algorithm and threshold deci-

sion rule are proposed via analyzing minimum eigenvalue limiting distribution of the covariance matrix of the received 

signals from multiple cognitive users (CU) by means of latest random matrix theory (RMT). The proposed scheme could 

not need the prior knowledge of the signal transmitted from primary user (PU) and could effectively overcome the noise 

uncertainty. At a given probability of false alarm (P

fa

), simulation results show that the proposed scheme can get lower 

decision threshold and higher probability of detection (P

d

) compared with the original algorithm, and it can also get better 

detection performance with fewer CU and smaller sample numbers. 

Key words: cognitive radio; spectrum sensing; random matrix theory; sample covariance matrix; limiting eigenvalue dis-
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1  引言 

随着无线通信技术的快速发展，无线频谱资源

日益紧张，下一代无线通信技术急需解决的问题就

变成了怎样提高频谱的使用效率，从而进一步提高

通信系统的容量和服务质量。认知无线电 (CR, 

cognitive radio)[1]作为一种频谱再用技术，已受到普

遍关注。CR 通过对授权频段进行不间断的检测，

当该频段空闲，即 PU不通信时，CU便可以伺机动

态接入该频段进行正常通信；而当该频段被占用，

即 PU通信时，为了避兔对 PU的干扰，CU必须及

时退出该频段，从而保证 PU正常通信。 

CR应具备 3种基本能力：频谱感知(SS, spectrum 

sensing)、决策和自适应，其中，频谱感知是 CR的首

要特征和核心技术。经典的感知技术[2]有能量检测

(ED, energy detection)[3]、匹配滤波器检测以及循环平

稳特征检测[4]等。其中最常用的 ED 算法实现简单，

不需预知 PU发射机信号的任何先验知识，但对噪声
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不确定度敏感，门限不易确定。匹配滤波器检测在

加性高斯白噪声(AWGN)时性能最为优越，但需要

同步，且需预知 PU 发射机信号的先验知识。循环

平稳特征检测的优点是抗噪性强，但实现起来较为复

杂，由于检测时间较长，从而降低了系统的灵敏度。 

在认知网络中，多径衰落和阴影衰落经常造成

认知节点的信噪比(SNR, signal to noise ratio)降低，

而多节点合作感知[5,6]能够在低信噪比时提高频谱

检测的性能。近年来，对多节点合作感知的相关研

究引起了很多人的关注。文献[7]对 Wishart 随机矩

阵特征值的极限分布进行了详尽的分析，基于大维

RMT理论， Cardoso L S提出了 LSC合作频谱感

知算法，用特征值之比作为检验统计量[8]，判决门

限使用最大最小特征值的极限值直接做近似，由此

得到的算法检测性能相比 ED 算法有所提高，但在

采样数较小的实际应用情形下性能不够理想。由此，

Zeng 等人提出了最大最小特征值(MME, maximum- 

minimum eigenvalue)算法[9]，检验统计量与 LSC算

法一致，该算法研究并分析了最大特征值的极限分

布，结合最小特征值的渐近值，从而推导出给定虚

警概率条件下的判决门限，其检测性能得到明显改

善，它充分考虑了实际中采样数较小的问题，这属

于半渐近的理论，其性能优于渐近算法[10]。 

本文采用近年来 RMT 的最新研究成果，利用

Wishart矩阵特征值的特性[11]，在MME算法的基础

上对接收信号采样协方差矩阵最小特征值的极限

分布进行了分析，发现相较于最大特征值的极限分

布函数，用最小特征值的极限分布进行门限确定时

更加精确。在确定判决门限时，使用最大特征值的

渐近值近似代替其本身，从而提出了一种 NMME

合作频谱感知算法及新的门限确定方法，该算法在

CU 数目和采样数较少时，感知性能较好。仿真实

验对门限值曲线随虚警概率的变化进行了分析，并

对 NMME算法的检测性能与MME算法、ED算法

进行了比较，还对各算法的实际虚警率随信噪比的

变化曲线进行了分析。结果显示，在低信噪比、满

足给定虚警率要求时，NMME算法具有很高的检测

概率，且不需预知 PU 发射机信号的先验知识和噪

声方差，能很好地抵抗噪声不确定度的影响。 

2  系统模型和 MME 算法 

2.1  系统模型 

假设认知网络中 CU数目为 M，每个 CU的采

样数为 N，CU采用合作方式对 PU发射机信号进行

频谱检测。这里用 H
0

表示频谱空闲，PU不存在；

H
1

表示频谱被占用，PU 存在，从而频谱感知即为

二元假设检验问题[1] 
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其中，x

i

(n)为第 i 个 CU 在第 n 个时刻采样到的信

号向量；s
i

(n)为第 i个 CU接收到的 PU发射机信号

向量；η

i

(n)为加性高斯白噪声向量，独立同分布，

均值为零、方差为 σ2。 

在接收端，M个 CU采样得到的信号构成了一

个向量矩阵 X=[x
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为了不失一般性，假设 S与 η相互独立，则在

H
1

时，考虑 CU接收信号和接收 PU信号的统计协

方差矩阵分别为 

 H

E[ ]=
x

R XX ， H

E[ ]=
s

R SS  (3) 

其中，H表示共轭转置变换。 

容易得出 R
x

=R
s

+σ2I
M

，在 H
0

时，由 R
s

=0可知

R
x

=σ2I
M

。在实际的感知过程中，由于统计协方差矩

阵难以准确计算，因此只能用有限的采样来估计协

方差矩阵[12]，即 
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2.2  MME 算法 

令协方差矩阵 ( )

x

NR

〓 的最大最小特征值分别

为 λ
max 

和 λ
min

。基于 2.1节的分析，在 H
0

和 H
1

时，

最大最小特征值之比有差异，因此 MME算法使用

λ
max

/λ
min

作为检验统计量来判决PU信号是否存在[9]，

即 

 max

min

MME

T

λ
λ

=  (5) 

如果 T
MME

＞γ
MME

，表明 PU 发射机信号存在；

否则，PU发射机信号不存在，其中，γ
MME

表示MME

算法的判决门限。 

在 H
0

时， ( )

x

NR

〓 是Wishart随机矩阵[13]，该矩

阵的联合概率密度函数(PDF)极其复杂，文献[14]考
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虑了噪声为实信号时的情形，得出了Wishart随机矩

阵 λ

max

服从 Tracy-Widom分布 F
1

(t)的结论，文献[15]

则分析了噪声为复信号的情况。当采样数 N较大时，

实信号和复信号时的 λ

max

的均值和方差几乎相同，

仅其极限分布不同。与此同时，文献[16]还给出了

Wishart随机矩阵的最大最小特征值的收敛值。 

文献[9]应用以上结论，推导出MME算法的门

限表达式 
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其中，P
fa

为给定虚警概率。Tracy-Widom分布的 1

阶累积分布函数(CDF)F
1

(t)[14]为 
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2
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其中，q(u)是 Painleve II 非线性微分方程 ''

( )q u =  
3

( ) 2 ( )uq u q u+ 的解。 

由此得出，求取 F
1

(t)的解析解表达式是非常困

难的。Johnstone I M在文献[17]中求出了 F
1

(t)的一

些离散值，如表 1所示，表中列出了 F
1

在某些点处

的值，可以通过逆函数 1

1

( )F y

− 求得，例如：
1

1

(0.95) 0.98F

− = , 1

1

(0.9) 0.45F

− = 。 

表 1  Tracy-Widom 第 1 分布的累积分布函数数值 

F

1

(t) t 

0.01 −3.90 

0.05 −3.18 

0.10 −2.78 

0.30 −1.91 

0.50 −1.27 

0.70 −0.59 

0.90 0.45 

0.95 0.98 

0.99 2.02 

 

3  改进的最大最小特征值算法(NMME) 

3.1  检测门限的确定 

文献[8]所提出的 LSC 算法属于 RMT 渐近理

论，此类算法采用渐近值直接做近似，在 CU数目

M和采样数 N足够大时才有效。而在实际应用过程

中，由于各种各样的限制，如感知时间的长短、信

道的时变特性等，N一般取有限值，而且 LSC算法

在给定虚警概率 P

fa

时判决门限恒定，这将会极大

地影响感知系统的性能及其可靠性，因此对其应用

有一定的限制。另外，在小采样时，其精度不高、

误差较大，从而降低了感知的准确性。 

近年来，随着 RMT 的发展，发现当 M 和

N→∞时，Wishart 随机矩阵的 λ

min

也服从 Tracy- 

Widom分布[7]，而且进行门限确定时，利用 λ

min

的极限分布比目前所采用的 λ

max

极限分布函数

更加精确。 

定理 1

[7]  若噪声为实信号，令 
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定理 2

[16]  当 lim (0 1)

N

M
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定理 1给出的是采样协方差矩阵 λ

min

的极限分

布，而定理 2给出的是最大最小特征值的渐近值表

达式。基于此，提出了半渐近算法，如 MME，它

克服了 LSC 渐近算法的缺点，能够实时地调整门

限，从而提高了感知系统的性能及可靠性。下面在

给定虚警概率 P

fa

的情况下，用 λ

max

的渐近值近似

代替其本身
 

，推导出新的判决门限 γ，由此得到的

NMME算法的判决规则如下 
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假设噪声为实信号，则虚警概率 P

fa

可表示为 
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经过变换，求得 NMME算法的判决门限为  

 
1

1

( )

fa

b

kF P

γ
µ −=

+
 (14) 

依据定理 1和定理 2可得 b、µ和 k的值。 
3.2  算法步骤 

综上所述，可得 NMME的算法步骤如下。 

步骤 1  对数据进行采样，并据式(4)对接收信

号采样协方差矩阵 ( )

x

NR

〓 进行估计。 

步骤 2  通过对 ( )

x

NR

〓 进行特征值分解，求得

λ

max 

和 λ

min

，则检验统计量 T

NMME

=λ
max 

/λ
min

。 

步骤 3  在给定虚警概率P

fa

的条件下，据式(14)

求得判决门限 γ。 

步骤 4  据式(12)进行判决，即当 T

NMME

＜γ， H
0

成立；否则， H

1

成立。 

4  仿真结果及分析 

下面对算法进行Matlab仿真验证，进行 10 000

次Monte-Carlo实验。在给定虚警概率 P

fa

时，比较

NMME、MME 和 ED 算法的检测性能。假设固定

路径衰落，PU 发射机信号为经过升余弦脉仲成型

的 QPSK 调制信号；考虑噪声不确定度的影响，

NMME 与 MME 算法的噪声不确定度为 1 dB，

ED-xdB表示 ED算法的噪声不确定度为 x dB，估计

的噪声方差为 2 2

ˆ

=σ ασ ，设噪声不确定度

B=max{10lg α}(dB)，α服从[−B,B]的均匀分布。 

图 1为不同 P

fa

情形下，SNR=−20 dB时，认

知用户数 M 和采样数 N 对 NMME 与 MME 算法

门限值的影响。参考 M=5，N=3 200时的门限值

曲线进行对照，M=10和 N=9 600时对应的门限

值都减小，说明随着 M 或 N 的增大，算法性能

将会提高。同时看出，NMME 算法的门限值曲

线递增，而 MME 算法递减。在给定 P

fa

的情况

下，当 P

fa

＜0.5时，由于 NMME算法的门限值更

小，因此其检测性能更优；当 P

fa

=0.5时，曲线相

交，则二者检测性能相同；当 P

fa

＞0.5 时，MME

算法有着更好的检测性能。由于实用的认知系统

要求 P

fa

都应是较小的值，所以 NMME算法的检

测性能将更加优越。 

 
图 1  NMME和MME算法的门限值曲线比较 

图 2是 3种算法的检测率 P

d

随 SNR变化的特

性曲线。设 P

fa 

=0.1，由图可知，如果噪声方差确

知(B=0)，则 ED 算法最优。如图 2(a)所示，当

SNR=−20 dB，M=5，N=3 200时，NMME算法的

P

d

达到 52%，而 MME 算法仅 2%，ED-0.5dB 和

ED-1dB分别为 9%和 5%，由此可见，实际情况中

ED 算法的性能远不如 NMME 算法，易受噪声方

差的影响。比较图 2(a)和 2(b)可知，M不变，N由

3 200 增加到 9 600，NMME 算法的 P

d

能提高到

91%，MME 算法也能提高到 21%。再对图 2(a)和

2(c)进行比较，N不变，M由 5增加到 10， NMME

和 MME算法的 P

d

分别提高到 89%和 18%。可见，

增加 M或 N使得算法的检测性能得到了提高。同

时发现，ED-0.5dB 和 ED-1dB 算法的性能几乎没

有变化，说明通过增加 M或 N并不能解决噪声不

确定度问题。 

图 3是 3种算法的实际 P

fa

随 SNR变化的曲线。

设给定 P

fa

=0.1，N=9 600，由图可知，NMME 和

MME 算法的实际 P

fa

在 0.1 附近，而 ED-0.5dB 与

ED-1dB远大于 0.1，不满足给定 P

fa

要求，造成频谱

利用率低，说明存在噪声不确定度时，ED算法不够

稳健。结合图 2中 P

d

随 SNR变化的特性曲线可以得

出，在满足给定 P

fa

时，NMME算法的 P

d

更高。 
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图 2  检测率 P

d

随信噪比变化的性能比较 

 
图 3  实际虚警率 P

fa

随信噪比变化的曲线 

5  结束语 

本文利用随机矩阵理论近年来的最新研究成

果，应用更为精确的最小特征值的极限分布，并

结合最大特征值的渐近值，提出了改进的 NMME

合作频谱感知和门限判决方法。通过 Matlab仿真

实验，并与 MME和 ED算法相比较可得，NMME

算法不但是一种盲检测算法，而且不受噪声不确

定度的影响。在低虚警率时，判决门限比 MME

算法更低，从而在满足给定虚警率的条件下，检

测概率更高，感知更加准确，体现了 NMME算法

的优越性。 
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