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摘  要：提出了一种用处处光滑的反正切函数序列生成多维多涡卷网格混沌吸引子的方法，可以生成一维 n涡卷、

二维 n×m 网格多涡卷和三维 n×m×l 网格多涡卷混沌吸引子。平衡点分析、数值仿真、Lyapunov 指数谱、分岔图

和 Poincaré映像都表明系统是混沌的。用简单的线性反馈控制实现了同结构网格多涡卷混沌系统之间的同步，可

应用于保密通信。简单的理论分析和数值仿真证明了该方法的有效性。 
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Abstract: A smooth arc tangent function series approach for creating multi-directional multi-scroll grid chaotic attractors 

was proposed, including one-directional n-scroll, two-directional n×m-grid scroll, and three-directional n×m×l-grid scroll 

chaotic attractors. The chotic properties were studied by equilibrium points analysis, numerical simulation, Lyapunov 

exponents spectrum, bifurcation diagrams and Poincaré section diagrams. Synchronize the two grid multi-scroll chaotic 

systems with same structure by designing simple linear feedback control lows, which is applied to secure communication. 

The effectiveness of this method has been verified by simple analysis and numerical simulation. 
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1  引言 

近年来，由于多涡卷混沌吸引子呈现出复杂

的混沌动力学行为，以及其在保密通信、信息隐

藏等领域的广泛应用 [1～3]，使其成为混沌领域的

一个热点问题，引起了广大学者的密切关注，相

继报道了大量相关结果[4～12]。Lü J H等[4,9]用分段

线性函数、阈值、阶跃函数、时滞序列、饱和

函数系列等生成多涡卷或网格多涡卷吸引子；

Yu S M等[5,6]采用在具有时滞电路的二端口网络

中生成 n×m 吸引子以及用开关式分段线性控制

器生成网格吸引子的方法；陈仕必等 [7]用多项

式和阶跃函数组合构造网格多涡卷吸引子；

Günay E等[8]用三角函数生成单方向多涡卷吸引

子；Xu F 等[10]研究了具有双曲正切函数的多涡

卷混沌系统的同步问题等。 

文献[13]用反正切函数作为非线性项，构造

了一个新的具有双涡卷混沌吸引子的三维连续自
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治混沌系统，并对系统的动力学特性进行了分析。

由于多涡卷吸引子，特别是网格多涡卷吸引子较

双涡卷吸引子具有更加复杂的结构和动力学特

性，因而在保密通信、信息隐藏等方面具有更为

广阔的应用前景。而生成网格多涡卷吸引子所构

造的非线性项多为分段线性函数、时滞函数等非

处处光滑的函数，处处光滑的函数比较少，特别

是用超越函数作为非线性项生成网格多涡卷吸引

子的报道更是凤毛麟角。一个重要的原因是用超

越函数作为非线性项时，求解平衡点需解超越方

程，而超越方程一般不能求得解析解，只有数值

解或近似解，特殊的才有解析解，这给理论分析

带来了一定程度的不便。本文在文献[13]用反正

切函数生成双涡卷的基础上做了如下改进：对反

正切函数进行了适当比例的缩放，以便于求解平

衡点的解析解；将反正切函数进行平移拓展，构

造了一个新的处处光滑的反正切函数序列，并用

它代替原系统的非线性项，可在 x 轴上生成一维

n 涡卷混沌吸引子；通过改变或增加反正切函数

序列，可使涡卷向 y 轴和 z 轴方向延伸，从而可

生成二维 n×m网格多涡卷和三维 n×m×l网格多涡

卷混沌吸引子。平衡点分析、数值仿真、Lyapunov

指数谱、分岔图和 Poincaré映像都表明系统是混

沌的。同原有文献相比，本文构造的反正切函数

序列具有下面的特点：1）构造的反正切函数序

列处处光滑，并且幅度及平衡点的位置和个数

等参数可调；2）由于恰当地构造了反正切函数

序列，很容易得到平衡点的解析解，巧妙地解

决了一般的超越方程不易求得解析解的问题，

从而便于精确地计算和理论分析。相对于文献

[13]用反正切函数生成的双涡卷混沌吸引子而

言，用反正切函数序列生成的网格多涡卷混沌

吸引子具有更复杂的动力学特性和更多的密钥

参数，因而在保密通信中具有更为优越的保密

性能。 

混沌同步在保密通信、生命科学等领域有着广阔

的应用前景。1990 年，美国的研究员 Pecora L M等
[14]首次提出了一种混沌同步的方法，此后，人们对

混沌同步的研究产生了极大的热情，提出了各种同

步方法[15,16]。本文通过构造简单的线性反馈控制

器，实现了网格多涡卷同结构混沌系统之间的同

步，Lyapunov 稳定性理论分析和数值仿真结果表

明 2个系统达到了很好的同步，从而在保密通信等

领域中存在着潜在的应用价值。 

2  反正切函数序列 

定义 1  称下列函数 

arctan( 2 ) 2 , (2 1)

arctan

arctan( 2 ) 2 ,

( , , , )

arctan

(2 1) (2 1) , 1, , 1
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k

x kr kr x r k

k

k
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i k x i k i r s

k
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为反正切函数序列，其中参数 k是正实数，r和 s为

整数且 r s＜ ，“ arctan ”表示反正切函数。函数
( , , , )f x k r s 的图形如图 1所示。易知， ( , , , )f x k r s 为

处处光滑函数，并且当 x ik= 时 ( , , , )f ik k r s ik=
（ 2 1 2 1r i s− +≤ ≤ ），对所有的 , , 1j r s= +… 都有 
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对于所有的 , ,j r s= … 有 
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这将使产生多涡卷混沌吸引子问题变得简单。 

 

图 1  k=10，r=−1，s=2的反正切函数序列 

张建雄等构造了一个三维连续自治混沌系统， 

其数学模型为[13]

 

 

( ) arctan

x y

y z

z a x y z b x

=
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 =


 = − + + +
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〓

〓

〓
 (2) 

当参数 0.45a = ， 4.5b = 时，系统存在一个混

沌吸引子。本文在此基础上通过用处处光滑的反正
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切函数序列改变或增加系统(2)中的非线性项生成

网格多涡卷混沌吸引子。 

3  生成多维多涡卷网格吸引子 

3.1  生成一维 n 涡卷混沌吸引子 

用处处光滑的反正切函数序列改变系统(2)

中的非线性项，下列系统可产生一维 n 涡卷混沌

吸引子 

 

1 1 1

( ( , , , ))

x y

y z

z a x y z f x k r s

=


 =


 = − + + −


〓

〓

〓

 (3) 

其中，
1 1 1

( , , , )f x k r s 为式(1)所定义的反正切函数序

列，a，
1

k 为正实数，
1

r和
1

s 为整数且
1 1

r s＜ 。适当

选择参数可生成
1 1

( 2)s r− + 涡卷混沌吸引子。 

当 0.3a = ，
1

35k = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，系统(3)

可生成 5涡卷混沌吸引子。仿真结果如图 2所示。 

3.1.1  平衡点 

显然，系统(3)有
1 1

2( ) 3s r− + 个位于 x轴上的平

衡点 ( ,0,0)

i

E ik (

1

2 1i r= − , … ,

1

2( 1) 1s + − )，且可分

为 2类 

 

1

{(2 1) }

x

A j k= − , 

1 1

, , 1j r s= +…  

 

1

{2 }

x

B jk= , 

1 1

, ,j r s= …  (4) 

对于集合
x

A 中的平衡点，Jacobian 矩阵为 

 

1

2

1 1
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解特征方程 0Iλ − =J 得 

 

3 2

1

2

1 1

0

(1 )arctan

ak
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k k

λ λ λ+ + + − =
+

 (6) 

当 0.3a = ，
1

35k = 时特征值为
1

0.606 3λ = − ，

2,3

0.153 1 0.679 9iλ = ± ，此时
x

A 中的平衡点为 2类

鞍点，注意涡卷只在 2类鞍点附近才可能产生，所
以系统有可能生成

1 1

( 2)s r− + 涡卷混沌吸引子。 

集合
x

B 中的平衡点，其 Jacobian矩阵为 

 

1

1

0 1 0

0 0 1

arctan
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a a a

k
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 
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解特征方程 0Iλ − =J 得 

 

3 2

1

1

0

arctan

ak

a a a

k

λ λ λ+ + + − =  (8) 

当 0.3a = ，
1

35k = 时得特征值为
1

1.721 6λ = ，

2,3

1.010 8 1.660 9iλ = − ± ，此时
x

B 中的平衡点为 1

类鞍点。 

 

 

 

图 2  5涡卷混沌吸引子  
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3.1.2  Lyapunov指数（LE）谱与分岔图 

本文用 Jacobian 矩阵法计算最大 Lyapunov 指
数，当 0.3a = ，

1

35k = ，
1

1r = − ，
1

2s = 时，求得

Lyapunov 指数为
1

0.1731LE = ，
2

0LE = ，
3

LE =  

0.475 6− ，表明系统为混沌系统。系统的 Lyapunov

维数为 

1

1

1

| |

j

L i

i

j

D j LE

LE =+

= +
∑

 

 

1 2

3

2

| |

0.1731

2 2.364

0.4756

LE LE

LE

+= +

= + =
 

由此可见，系统的维数为分数维数，验证了系

统为混沌系统。 

下面用 Lyapunov 指数谱与分岔图说明参数变

化对系统的影响情况。 

情况 1  固定参数
1

35k = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，改

变 a， [0.1,1]a∈ 。 

当 a 在[0.1,1]变化时，系统的 LE 谱图如图 3

所示。当 [0.1, 0.15]a∈ 时，有 2个大于零的 LE和一

个小于零的 LE，此时系统为不稳定的；当
(0.15, 0.74)a∈ 时，有一个大于零的 LE，一个等于

或接近于零的 LE和一个小于零的 LE，此时系统是
混沌的；当 [0.74, 0.81]a∈ 时，最大 LE时而大于零，

时而等于或接近于零，此时系统为混沌与周期交替
出现；当 (0.81,1]a∈ 时，最大 LE 等于零，此时系

统为周期运动。 

 

图 3  当 a 变化时系统的 LE 谱 

当 a在[0.1,1]变化时，x的分岔图如图 4所示。

由分岔图也可以判断出类似于上述根据 LE 谱得到

的分析结果。 

 

图 4  a变化时，x 的分岔图 

情况 2  固定参数 0.3a = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，改

变
1

k ，当
1

[1, 50]k ∈ ，系统的 LE谱和分岔图如图 5

所示。由 LE谱和分岔图可以看出，当
1

[5,50]k ∈ 时，

系统呈现混沌特性。 

 

 

图 5  k

1

变化时系统的 LE谱和 x 的分岔图 

3.1.3  Poincaré截面 

对参数 0.3a = ，
1

35k = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，取
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过原点的平面 0z = 作截面，得 Poincaré映像如图 6

所示。由图 6可见，截面上的截点形成线状或片状

的稠密点集，说明了此时系统的运动是混沌的。 

 

图 6  Poincaré映像 

3.2  生成二维 n×m 涡卷网格混沌吸引子 

为生成二维 n×m 涡卷混沌吸引子，在系统(3)

中增加一个反正切函数序列，系统方程为 

2 2 2

1 1 1 2 2 2

( , , , )

( ( , , , )) ( , , , )

x y f y k r s

y z

z a x y z f x k r s af y k r s

= −


 =


 = − + + − +


〓

〓

〓

 (9) 

其中，
1 1 1

( , , , )f x k r s 和
2 2 2

( , , , )f y k r s 为式(1)所定义的

函数，参数 a为正常数。适当地选择参数，可生成

1 1 2 2

( 2) ( 2)s r s r− + × − + 涡卷混沌吸引子。 

当 0.3a = ，
1 2

20k k= = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，
2

0r = ，

2

2s = 时，系统(9)可生成 5×4涡卷混沌吸引子。仿

真结果如图 7所示，图 7(b)表明其在 x轴方向上有

5个涡卷，在 y轴方向上有 4个涡卷。 

除式(4)以外系统(9)还有如下平衡点 
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{(2 1) }

y

A j k= − , 

2 2

, , 1j r s= +…  
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{2 }

y

B jk= , 

2 2

, ,j r s= …  (10) 

所有平衡点可以分成 4类不同的集合 
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4
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对于集合
1

C 中的平衡点，Jacobian 矩阵为 

2
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2 2

1 2

2 2

1 1 2 2
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0 0 1

(1 )arctan (1 )arctan

k

k k

ak ak

a a a

k k k k

 − + 
 =
 
 − + − + − + + 

J  

  (11) 

解特征方程 0Iλ − =J 得 

3 2

2

2

2 2

1 2

2 2

1 1 2 2

(1 )arctan

1 0

(1 )arctan (1 )arctan

ak
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当 0.3a = ，
1 2

20k k= = 时得特征值为
1

λ =  

0.598 6− ，
2,3

0.149 3 0.668 3iλ = ± ，说明集合
1

C 的

平衡点为 2 类鞍点，可能生成
1 1 2

( 2) (s r s− + × −  

2

2)r + 涡卷混沌吸引子。 

当 0.3a = ，
1 2

20k k= = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，
2

0r = ，

2

2s = 时，Lyapunov指数为
1

0.128 9LE = ，
2

0LE = ，

    

(a) x−y−z 相图                                                     (b) x−y相图 

图 7  5×4涡卷混沌吸引子  
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3

0.432 5LE = − ，Lyapunov维数为 2.298，类似 3.1

节，Lyapunov指数谱、分岔图及 Poincaré截面分析

均表明，此时系统(9)的运动是混沌的。 

此时，集合
2

C 中的平衡点具有特征值
1

2.153 3λ = ，

2,3

1.226 6 0.364 3iλ = − ± ；集合
3

C 中的平衡点具有

特征值
1

1.369 1λ = ，
2,3

0.834 5 1.370 7iλ = − ± ；集

合
4

C 中的平衡点具有特征值
1

3.992 2λ = − ，

2,3

1.846 1 2.772 5iλ = ± 。
1

C 和
4

C 中的平衡点都是 2

类鞍点，都有可能产生混沌吸引子，但数值仿真表
明只有

1

C 中的平衡点能够生成混沌吸引子。事实

上，2 类鞍点只是生成混沌吸引子的必要条件，而

不是充分条件。 

3.3  生成 3 维 n×m×l 涡卷网格混沌吸引子 

为生成 3维 n×m×l涡卷网格混沌吸引子，再次向

系统(3)中添加一个反正切函数序列。系统可表示为 

 

2 2 2

3 3 3

1 1 1

2 2 2 3 3 3

( , , , )

( , , , )

( ( , , , ))

( , , , ) ( , , , )

x y f y k r s

y z f z k r s

z a x y z f x k r s

af y k r s af z k r s

= −


 = −


 = − + + − +


 +


〓

〓

〓

 (13) 

其中，
1 1 1

( , , , )f x k r s ，
2 2 2

( , , , )f y k r s ，
3 3 3

( , , , )f z k r s 为

式(1)所定义的反正切函数序列，a为正常数。适当的
选择参数，系统可生成

1 1 2

( 2)(s r s− + −
2

2)r + ·  

3 3

( 2)s r− + 涡卷网格混沌吸引子。 

当 0.6a = ，
1 2

30k k= = ，
3

13k = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，

2

0r = ，
2

2s = ，
3

0r = ，
3

1s = 时，系统(13)可生成

5×4×3网格混沌吸引子。仿真结果如图 8所示。由

图 8可以明显看出其在 x轴方向上有 5涡卷，在 y

轴方向上有 4涡卷，在 z轴上有 3涡卷。 

除式(4)和式(10)以外系统还有如下平衡点 

 

3

{(2 1) }

z

A j k= − , 

3 3

, , 1j r s= +…  

 

3

{2 }

z

B jk= , 

3 3

, ,j r s= …  (14) 

所有平衡点可分为如下 8类不同的集合 

1

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x A y A z A= ∈ ∈ ∈  

2

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x A y A z B= ∈ ∈ ∈  

3

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x A y B z A= ∈ ∈ ∈  

4

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x A y B z B= ∈ ∈ ∈  

5

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x B y A z A= ∈ ∈ ∈  

6

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x B y A z B= ∈ ∈ ∈  

7

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x B y B z A= ∈ ∈ ∈  

8

{( *, *, *) | * , * , * }

x y z

D x y z x B y B z B= ∈ ∈ ∈  

 

(a) x−y−z 相图 

 

(b) x−y相图 

 

(c) x−z 相图 

 

(d) y−z 相图 

图 8  5×4×3网格混沌吸引子 
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对于集合
1

D 中的平衡点，Jacobian 矩阵为 

 

2

2

2 2

3

2

3 3

31 2

2 2 2

1 1 2 2 3 3

0 1 0

(1 )arctan

0 0 1

(1 )arctan

(1 )arctan (1 )arctan (1 )arctan

k

k k

k

k k

ak

ak ak

a a a

k k k k k k

 
− + 

 
= − 

+ 
 
 − + − + − + + + + 

J  (15) 

解特征方程 0Iλ − =J 得 

 

3 2

3 32

2 2 2

3 3 2 2 3 3

1

(1 )arctan (1 )arctan (1 )arctan

ak kak

a a

k k k k k k

λ λ λ
    

+ − + − −    + + +    
+  

 

31 2

2 2 2

1 1 2 2 3 3

1 1 0

(1 )arctan (1 )arctan (1 )arctan

kak k

a

k k k k k k

    
− − − =    + + +     

 (16) 

当 0.6a = ，
1 2

30k k= = ，
3

13k = 时得特征值为

1

0.768 0λ = − ，
2,3

0.099 3 0.836 5iλ = ± ，说明集合

1

D 的平衡点为 2 类鞍点，可能生成
1 1

( 2)s r− + ·  

2 2 3 3

( 2)( 2)s r s r− + − + 涡卷混沌吸引子。类似可得

集合
2

D 的平衡点具有特征值
1

5.574 2λ = ，

2,3

0.476 7 0.752 5iλ = − ± ；集合
3

D 的平衡点具有特

征值
1

2.955 0λ = − ，
2

1.023 5λ = − ，
3

3.409 2λ = ；

集合
4

D 的平衡点具有特征值
1

0.923 1λ = − ，

2,3

2.772 0 9.109 1iλ = ± ；集合
5

D 的平衡点具有特征

值
1

1.924 7λ = ，
2,3

1.247 0 1.949 9iλ = − ± ；集合
6

D

的平衡点具有特征值
1

3.500 5λ = − ，
2,3

4.060 7λ = ±  

2.723 8i ； 集 合
7

D 的 平 衡 点 具 有 特 征 值

1

6.617 4λ = − ，
2,3

3.024 0 4.509 8iλ = ± ；集合
8

D 的

平衡点具有特征值
1

10.615 5λ = ，
2,3

2.997 3λ = − ±  

11.840 4i。
1

D 、
4

D 、
6

D 、
7

D 中的平衡点都是 2

类鞍点，都有可能产生混沌吸引子，但只有
1

D 中的

平衡点生成了混沌吸引子。 

当 0.6a = ，
1 2

30k k= = ，
3

13k = ，
1

1r = − ，

1

2s = ，
2

0r = ，
2

2s = ，
3

0r = ，
3

1s = 时，Lyapunov
指数为

1

0.123 4LE = ，
2

0LE = ，
3

0.482 9LE = − ，

Lyapunov维数为 2.256，类似 3.1 节，Lyapunov指

数谱、分岔图及 Poincaré截面分析，均表明此时系

统(9)的运动是混沌的。 

4  网格多涡卷混沌吸引子同步 

以三维网格多涡卷混沌吸引子为例，一维和二

维情况类似。选择系统(13)为驱动系统，受控的响

应系统为 

 

2 2 2 1

3 3 3 2

1 1 1

2 2 2 3 3 3 3

' ' ( ', , , )

' ' ( ', , , )

' ( ' ' ') ( ', , , )

( ', , , ) ( ', , , )

x y f y k r s u

y z f z k r s u

z a x y z af x k r s

af y k r s af z k r s u

= − +


 = − +


 = − + + + +


 + +


〓

〓

〓

 (17) 

其中，
1

u 、
2

u 、
3

u 为控制器。定义误差 '

x

e x x= − ，

'

y

e y y= − ， '

z

e z z= − ，选择反馈控制器
1 1 x

u eξ= − ，

2 2 y

u eξ= − ，
3 3 z

u eξ= − ，其中控制增益 0

i

ξ ＞ (i=1，2，

3)，则误差系统为 

2 2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

[ ( ', , , ) ( , , , )]

[ ( ', , , ) ( , , , )]

( )

[ ( ', , , ) ( , , , )]

[ ( ', , , ) ( , , , )]

[ ( ', , , ) ( , , , )]

x y x

y z y

z x y z

e e f y k r s f y k r s e

e e f z k r s f z k r s e

e a e e e

a f x k r s f x k r s

a f y k r s f y k r s

a f z k r s f z k r s e

ξ
ξ

ξ

= − − −

= − − −

= − + + +

− +
− +
− +

〓

〓

〓

    

z























 (18) 

通过选取适当的增益
i

ξ (i=1，2，3)，可以使误

差系统达到渐进稳定。 

由式(1)易得 0 ( , , , )

arctan

d k

f x k r s

dx k

＜ ≤ ，所以

对于任意实数 x和 'x ，都有 

 | ( ', , , ) ( , , , ) | | ' |

arctan

k

f x k r s f x k r s x x

k

− −≤  

成立。进而，对于任意的实数 x， 'x 和 e，都有 

 [ ( ', , , ) ( , , , )]f x k r s f x k r s e−  

       

2 2

1

{[ ( ', , , ) ( , , , )] }

2

f x k r s f x k r s e− +≤  

 

2

2 2

1

( ' )

2 arctan

k

x x e

k

   − +  
   

≤  (19) 
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对于误差系统(18)，构造 Lyapunov函数 2 2 2

1

( )

2

x y z

V e e e= + + ，若记
2

arctan

i

i

i

k

M

k

 
=  
 

(i=1，2，3)，则有 

x x y y z z

V e e e e e e= + +〓 〓 〓 〓 2 2 2

1 2 3

( )

x y z

e e a eξ ξ ξ= − − − + +
2 2 2 2 2 2

[ ( ', , , ) ( , , , )]

y x x

e e f y k r s f y k r s e− − +  

3 3 3 3 3 3

[ ( ', , , ) ( , , , )]

z y y

e e f z k r s f z k r s e− −
x z y z

ae e ae e− −
1 1 1 1 1 1

[ ( ', , , ) ( , , , )]

z

a f x k r s f x k r s e+ − +  

2 2 2 2 2 2

[ ( ', , , ) ( , , , )]

z

a f y k r s f y k r s e−
3 3 3 3 3 3

[ ( ', , , ) ( , , , )]

z

a f z k r s f z k r s e+ −  

2 2 2

1 2 3

( )

x y z

e e a eξ ξ ξ− − − +≤ 2 2 2 2

2

1 1

( ) [ ]

2 2

y x y x

e e M e e+ + + + 2 2 2 2

3

1 1

( ) ( )

2 2

z y z y

e e M e e+ + + + +  

2 2 2 2

( ) ( )

2 2

x z y z

a a

e e e e+ + + 2 2

1

[ ]

2

x z

a

M e e+ + + 2 2

2

[ ]

2

y z

a

M e e+ 2 2

3

[ ]

2

z z

a

M e e+ +  

2

1

1

1

2

x

a aM

eξ + = − − − 
 

2

2 2

2

3

2

y

M a aM

eξ + + + − − 
 

2

3 3

3

1 3

2

z

a aM M

eξ + + + − − 
 

 (20) 

因此，只要选择增益 

 

1

1

2 2

2

3 3

3

1

2

3

2

1 3

2

a aM

M a aM

a aM M

ξ

ξ

ξ

+
 ＞ +




+ + +
 ＞




+ + +
 ＞




 (21) 

就有 0V

〓 ≤ ，从而误差系统是渐进稳定的，系统(17)

和系统(13)达到同步。 

式(21)是经过了几次放大后得到的，实际仿真

表明，增益的取值小于式(21)限定的值时，系统就

能达到同步。 

利用 Matlab 进行仿真，系统参数 0.6a = ，

1 2

30k k= = ，
3

13k = ，
1

1r = − ，
1

2s = ，
2

0r = ，
2

2s = ，

3

0r = ，
3

1s = ，驱动系统和响应系统初值分别取
T

(0.3, 0.4,0.3) 和 T

(1, 0.7,0.8)− ，控制增益
1

ξ =
2

ξ =  

3

3ξ = ，5×4×3 网格混沌吸引子同步过程如图 9 所

示。由图 9可以看出，在控制器的作用下，误差系

统在短时间内趋近于 0，并很快稳定下来，说明 2

个系统很好地实现了混沌同步。 

 

图 9  5×4×3网格混沌吸引子同步误差曲线 

5  混沌掩盖保密通信 

设需要传输的信号为 m(t)，在发送端将需要传

输的信号 m(t)和驱动系统中的混沌信号 x叠加，产
生混合信号 ( ) ( ) ( )s t m t x t= + 发送到信道中。对式(13)

略作修改，得如下驱动系统 

 

2 2 2 1

3 3 3

1 1 1

2 2 2 3 3 3

( , , , ) ( )

( , , , )

( ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

x y f y k r s m t

y z f z k r s

z a x y z bf x k r s

af y k r s af z k r s

ξ= − +


 = −


 = − + + + +


 +


〓

〓

〓
 

 (22)

 

响应系统如式(17)所示，其中
1 1

( ' ( ))u x s tξ= − − ，

2 2

( ' )u y yξ= − − ，
3 3

( ' )u z zξ= − − ，控制增益 0

i

ξ ＞  

(i=1，2，3)。在接收端，只需从 ( )s t 中减去受控系

统产生的混沌信号 '( )x t ，就可恢复出有用信号

'( )m t ，即 '( ) ( ) '( )m t s t x t= − ，原始信号与还原信号

的信号误差 ( ) ( ) '( )e t m t m t= − 。选取第 4 节混沌同

步仿真中相同的参数，混沌掩盖保密通信的仿真如

图 10所示。从图 10可以看出，还原信号经过短暂

的时间后能够完全跟踪原始信号。 

6  结束语 

利用处处光滑的反正切函数序列生成了多维

多涡卷混沌吸引子，包括一维 n涡卷、二维 n×m网

格多涡卷和三维 n×m×l网格多涡卷混沌吸引子。生

成多维多涡卷混沌吸引子的基本思想是通过适当

地调整参数，在不同的方向上（x轴、y轴和 z轴）

改变平衡点的数量和位置。由于恰当地构造了反正

切函数序列，很容易准确地找到平衡点的位置，便

于进行理论分析，平衡点分析、数值仿真、Lyapunov

指数谱、分岔图和 Poincaré映像均表明系统为混沌。
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依据 Lyapunov 稳定性理论，通过构造简单的线性

反馈控制，实现了 2个同结构网格多涡卷混沌系统

的同步，利用同步实现了混沌掩盖通信，仿真结果

进一步表明该方法的有效性。进一步为其他处处光

滑的曲线生成网格多涡卷混沌吸引子，以及其在保

密通信等领域的应用提供了一定的借鉴意义。 
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