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平面极化天线阵列的 DOA及极化参数降维估计方法 

司伟建，朱瞳，张梦莹 
（哈尔滨工程大学 信息与通信工程学院，黑龙江 哈尔滨 150001） 

摘  要：基于极化阵列的长矢量数据模型，提出了一种适用于平面极化天线阵列的 DOA 和极化参数联合估计的

方法。通过利用谱函数的偏导数条件进行降维优化，从而大大降低在搜索过程中的运算量，同时保证了分辨能力

与估计精度。通过仿真实验可以看出，所提算法相比于目前较有效的基于四元数的 Q-MUSIC 算法有着更好的分

辨力与较小的均方误差，且减少了运算量。 
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Dimension-reduction MUSIC for jointly estimating 

DOA and polarization using plane polarized arrays 

SI Wei-jian, ZHU Tong, ZHANG Meng-ying 
( School of Information and Communication Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: Based on the long-vector data modal of polarization sensitive array, a joint estimation of DOA and polarization 

information algorithm suitable for plane polarized antenna arrays was proposed. Using the condition of partial derivative 

of spectral function to reduce the dimensionality, the computation significantly was decreased but also guarantees the 

resolution and estimation accuracy. Simulation results show that the proposed algorithm has better resolution and lower 

square mean compared to the effective Quaternion-MUSIC algorithm, and reduces computation of estimation. 
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1  引言 

空间电磁波信号对于天线阵列来说，除了波

达方向(DOA, direction of arrival)特征以外，还同

时具有电磁波的极化特性，它描述了传播空间中

任一点处电磁波的电场矢量随时间的变化特征，

即电磁波的一种固有属性。因此如果获得来波信

号的 DOA 信息的同时，也能够获得电磁波的极

化信息，就可以增加对来波信号的信息掌控程度，

从而提高了天线阵列的接收能力，也优化了信号

DOA的估计性能。 

在以往的阵列信号处理领域中多使用标量天

线，阵列中的每个阵元具有相同的极化方式，如

圆极化的平面螺旋天线，因而不能获得电磁波的

极化信息。因此近年来对极化信息敏感的矢量天

线受到相关领域学者的广泛关注[1～5]，如基于电磁

矢量传感器阵列的多重信号分类算法 (MUSIC, 

multiple signal classification)[6,7]以及旋转不变子

空间算法(ESPRIT, estimation of signal parameters 

via rotational invariance techniques)[8,9]等。文献

[10～12]研究了基于电磁矢量传感器阵列的长矢

量(LV, long vector)数据模型 DOA估计方法，但当

极化参数未知时，LV数据模型的高维搜索运算量

巨大，很难在工程应用中实现。文献[13～16]采用

基于四元数的阵列信号处理技术对 DOA 和极化

参数联合估计，利用了四元数在运算量上的优势

降低了算法的运算次数，但同时由于减少了矩阵

维数，因此在分辨能力上相比于 LV 数据模型有
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所降低。 

基于传统的 LV 数据模型提出了适用于平面极

化天线阵列的降维 MUSIC 算法(DL-MUSIC, di-

mension-reduction long vector MUSIC)。针对高维

搜索运算量巨大的问题，对谱函数进行降维优化，

优先估计来波信号的 DOA 参数信息，而后通过

估计出的 DOA 参数直接计算得出极化参数，因

此相比于基于四元数的联合估计方法，在运算量

上进一步降低。同时由于保留了协方差矩阵的维

数，也保留了 LV 数据模型在分辨性能上的优越

性。通过运算量分析及仿真实验，可以验证本文

方法的有效性。 

曲折臂天线在单一口径中包含有 2个正交极化

天线，通常情况下，能够同时接收空间中的水平极

化和垂直极化信号，当添加了合适的硬件时，可以

接收左旋和右旋极化的信号，典型的四曲折臂单元

布局如图 1所示。因此，曲折臂天线是全极化的，

并且可以同时接收 2路正交极化的信号，同时，天

线具有很宽的频带能力（如 2～18 GHz），且天线口

径与平面螺旋天线相仿，在工程应用中便于替换使

用，因此本文的双极化天线阵列以曲折臂天线阵列

为例，但并不失一般性。 

 
图 1  典型的四曲折臂单元布局 

2  数学模型 

假设入射信号为在各向同性均匀介质中传播
的 q个远场均匀横电磁波，其中，第 i (i=1,2,…,q)个

信号入射到M 阵元的平面曲折臂天线阵列原点如
图 2所示。信号入射方向为

i

r

e

〓
矢量方向，入射方位

角与俯仰角分别为 ,

i i

θ φ 。 

 
图 2  空间入射信号 

来波信号的电场矢量
i

E

〓
在两正交单位矢量

,

i i

θ φe e

〓 〓
的方向上分解如图 3所示[6]。 

 

图 3  电场矢量
i

E

〓
的正交分量 

当来波信号为完全极化波时，电场矢量
i

E

〓
可以

表示为 

 j

0

(cos sin e )

i
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i i i i

E

η
θ φγ γ= +E e e

〓 〓 〓
 (1) 

其中，
2 2

2
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i

E v vθ φ= + 为电波功率，
π

0,

2

i

γ  ∈   
为信号的极化幅角， [ ]0,2π

i

η ∈ 为信号的极化相位

差，且有 

 
1
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i
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 arg( ) arg( )

i i

i

v vφ θη = −  (3) 

在空间直角坐标系 o xyz− 中，式(1)中电场矢量

i

E

〓
可以分解为 

j

0

j

0

( cos cos sin e sin cos )

( sin cos sin e cos cos )

i

i

i i i i i i i x

i i i i i i y
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将矢量写成矩阵的形式有[10] 
j
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对于单一曲折臂天线阵元来说，口径中包含有

2 个正交极化天线，因此可以同时接收水平极化和
垂直极化信号。设两正交天线相对于坐标系 o xyz−
的有效长度分别为

1

h 、
2

h ，考虑到阵元处在 xoy平

面，
1

h 、
2

h 的 z轴方向分量不起作用，若令 

j

1

j

2

cos cos sin e sin cos

sin cos sin e cos cos

i

i

i

i i i i i

i

i

i i i i i

η

η

ξθ φ γ θ γ
ξθ φ γ θ γ

 − +  
=    − −   

ξ 〓  (6) 

因此 2个正交天线对第 i个信号的接收电压为 

 T T

1 1 0 1

( , )

i i i i

V E x y= =h E h ξ  (7) 

 T T

2 2 0 2

( , )

i i i i

V E x y= =h E h ξ  (8) 

若将第 1 个阵元设定为参考阵元，则第
( 1,2, , )m m M= … 个天线阵元所接收到的时域信号为 

 j

1 1 1

1

( ) ( )e ( )

mi

q

m i i m

i

x t V s t n t

φ−

=

= +
∑

 (9) 

 j

2 2 2

1

( ) ( )e ( )
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q
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i

x t V s t n t
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=

= +
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 (10) 

其中， ( )

i

s t 为第 i个信号波形，
1 2

( ), ( )

m m

n t n t 为第m

阵元 2 正交天线的加性噪声，
mi

φ 是第m个阵元相

对于参考点的滞后相位。通常以天线阵列坐标系的

原点作为参考点，阵元在坐标系平面可以任意摆
放，设第m阵元的位置坐标是 ( ),

m m

x y ，则对于入

射角度为 ( ),

i i

θ φ 的第 i个信号其滞后相位
mi

φ 为 

 
2π

( cos cos sin cos )

mi m i i m i i

x yφ θ φ θ φ
λ

= +  (11) 

其中，λ为信号波长。若令
1 11 12

( ) [ ( ) ( )t x t x t=X …  
T

1

( )]

M

x t ， T

2 21 22 2

( ) [ ( ) ( ) ( )]

M

t x t x t x t=X … ，则天

线阵列输出模型可以写为 

1 1 1

2 2 2
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其中，
1 2

[ ]

q

=A a a a… 是曲折臂天线阵列的空域导

向矢量矩阵， 1 2

j j j

T

[e e e ]

i i Mi

i

φ φ φ− − −=a … 第 i个信号

的导向矢量； T

1 2

( ) [ ( ) ( ) ( )]

q

t s t s t s t=S … 是信号矢

量； T

1 2

( ) [ ( ) ( ) ( )] ( 1,2)

k k k kM

t n t n t n t k= =N … 是加

性噪声矢量；
1 2

diag( , , , )( 1,2)

k k k kq

V V V k= =V … 是接

收电压
ki

V 构成的对角阵。假设信号与噪声相互独

立， q个信号之间也互不相关，加性噪声为高斯白

噪声，噪声功率为 2

n

σ ，则观测数据协方差矩阵为 

 

H
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E

n M

Iσ   
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其中， H

S

E

 =
 

R SS 是信号的协方差矩阵。 

3  降维长矢量 MUSIC 算法 

将协方差矩阵 R进行特征分解，可以得到 

 

H H

S S S n n n

= +R U Σ U U Σ U  (14) 

其中，
S

U 、
n

U 分别为信号子空间与噪声子空间，

S

Σ 、
n

Σ 为其对应的特征值所构成的对角阵。根据

MUSIC 算法原理，噪声子空间
n

U 与阵列流型矩阵

所张成的空间 1

2
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  
   
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AV

正交，即满足 
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所以有 

H
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由于实际中并不能完全得到阵列数据的协方

差矩阵，只能通过有限的观测数据样本近似得到，

导致阵列流型矩阵与噪声子空间并不完全正交，

因 此 可 以 通 过 参 数 搜 索 使 构 造 的 谱 函 数
( , , , )f θ φ γ η 达到极小值，从而得到待估计的角度。
若令 

 

T
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则谱函数 ( , , , )f θ φ γ η 可以构造为 
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其中，
F

· 表示矩阵的 Frobenius范数。注意到矢量

a 是参数 ( , )θ φ 的函数，而变量 ,ρ δ 是参数
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( , , , )θ φ γ η 的函数，因此通常需要进行四维搜索，运
算量很大。为了降低运算量可以首先进行参数的降
维，令谱函数 ( , , , )f θ φ γ η 分别对参数 ( , )γ η 求偏导
并令其为零，有 

 

0

0

f f f

f f f

ρ δ
γ ρ γ δ γ

ρ δ
η ρ η δ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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 (19) 

可以证明下式成立（证明过程见附录 A） 
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  (20) 

通过联立方程可以得出等式关系 

j H H j H H H H

2 1 1 2 2 2

e e

n n n n n n

δ δ ρ− = = −a U U a a U U a a U U a  (21) 

将式(21)代入式(18)，可以将谱函数化简为 

 

H H 2 H H

1 1 2 2

( , , )

n n n n

f θ φ ρ ρ= −a U U a a U U a  (22) 

同时，根据式(21)可知 j H H

1 2

e

n n

δ
a U U a为实数，

所以有 
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从而可得出 ρ为 
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代入式(22)中，可进一步将谱函数化简为 
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此时谱函数已经降维至常规的二元函数，可以
通过对二维参数 ( , )θ φ 进行搜索求得极值，从而得
到 q个信号的来波方向。为了便于比较通常取其倒

数，即 

 

DL-MUSIC

1

( , )

P

f θ φ
=  (26) 

4  极化参数的求取 

当通过二维搜索获得 q个信号的来波方向参数

ˆ

ˆ

( , )

i i

θ φ 后，可以进一步计算来分别得到对应信号的

极化参数 ˆ

( ,

i

γ ˆ

)

i

η 。根据式(17)定义以及式(23)、式(24)

联立可以得到 
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i
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〓 为估计参数 ˆ

ˆ

( , )

i i

θ φ 构建的导向矢量，若假

设曲折臂天线阵列的坐标系与参考坐标系重合，

即天线极化矢量满足 [ ]T
1

1 0=h ， [ ]T
2

0 1=h ，

并令 
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H H
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i n n i

i n n i i n n i

k = −
a U U a
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〓 〓
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则代入式(27)，有 

  (29) 

整理后可得 

  (30) 

因此，可以得到估计的第 i个信号的极化参数 

 (31) 

5  运算量分析 

在实际工程应用中，一个算法的运算量大小直

接影响到整个信号处理系统的实时性能，因此在此

对本文算法(DL-MUSIC)与经典长矢量MUSIC算法

(LV-MUSIC)以及四元数 MUSIC 算法(Quaternion- 

based MUSIC, Q-MUSIC)的运算量进行比较。

MUSIC 类算法的运算量主要体现在协方差矩阵 R

的求取以及谱函数的极值搜索过程，而搜索过程又
分为 DOA 参数 ( , )θ φ 和极化参数 ( , )γ η 的搜索，故
可以分别从这 3方面作对比。 

1) 协方差矩阵 R的计算量 

由于在实际应用中，协方差矩阵 R的理论值很

难直接得到，通常是通过一定的观测序列数据来计

算出协方差矩阵的近似估计值 ˆ

R，根据最大似然原

理有 

 

H

1

1

ˆ

l

i i

i

l =

=
∑

R X X  (32) 
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其中， l是采样快拍数。对于 LV-MUSIC 算法，观

测矩阵 X 为 2M l× 维，每一个快拍数据产生的运算
量约为 2

4M 次复数乘法（每次复数乘法相当于 4次

乘法运算和 2次加法运算）；对于 Q-MUSIC算法，

为了计算四元数矩阵 ˆ

R的特征值与特征向量，需要

构建 ˆ

R的导出矩阵 ˆ

σ
R  

  (33) 

其中，复数矩阵
1

ˆ

R 、
2

ˆ

R 满足 ˆ =R

1

ˆ +R

2

ˆ

iR ，且每

个复数矩阵的运算量为 2

2M 次复数乘法，因此

Q-MUSIC 算法计算协方差矩阵时运算量也为
2

4M 次复数乘法；对于 DL-MUSIC 算法。观测

矩阵 X 与 LV-MUSIC 相同，即同样需要 2

4M 次

复数乘法。 

2) DOA参数 ( ),θ φ 搜索的计算量 

在固定搜索步长后，对于每一搜索节点来说，

LV-MUSIC算法需要计算谱函数
2

H

( , , , )

N

Uθ φ γ ηa ，

其计算量为 2 (2 )M M q− 次复数乘法和 (2 )M q− 次

复数求模（每次复数求模相当于 2 次乘法运算和 1

次加法运算）；Q-MUSIC 算法需要计算谱函数
2

H

( , )

N

θ φa U ，其中，
N

U 为四元数矩阵，其计算

量为 2 ( )M M q− 次复数乘法和 2( )M q− 次复数求

模；DL-MUSIC 算法需要计算谱函数如式(25)，其
计算量为 (2 1)( )M M q+ − 次复数乘法和 2( )M q−

次复数求模。 

3) 极化参数 ( ),γ η 搜索的计算量 

对 LV-MUSIC算法来说，由于采用的是四维
搜索模式，因此在每一搜索节点参数 ( , )γ η 与参数
( , )θ φ 是共用计算量的；Q-MUSIC 算法则无法直

接得到参数 ( , )γ η ，一般需要在搜索得到 DOA 参

数 ( , )θ φ 后，二次搜索得到参数 ( , )γ η ，其每搜索

节点运算量与 LV-MUSIC 算法相同，即为
2 ( )M M q− 次复数乘法和 2( )M q− 次复数求模；

对 DL-MUSIC 算法来说，极化参数 ( , )γ η 不需要

通过搜索得到，而是直接通过式(31)给出，即每

搜索节点运算量相当于零。 

综上，3种算法的运算量可归纳为表 1。 

通过表 1可以清楚地看到，3种算法在构造

协方差矩阵时的运算量是相同的，同时由于特征

分解时矩阵的维数相同，所以在后续特征分解过

程中的运算量也几乎相同。而搜索部分表 1中只

给出了单位搜索节点的运算量。对于总运算量来

说，LV-MUSIC算法由于进行的是四维搜索，其

待搜索节点总个数远远大于其他 2种算法，因此

其总运算量巨大，往往在实际工程应用中难以实

现。DL-MUSIC 算法与 Q-MUSIC 算法相比，在
只估计 DOA参数 ( , )θ φ 时，两算法总运算量几乎

相同，Q-MUSIC 算法要稍小一些；在联合估计
极化参数 ( , )γ η 时，由于 DL-MUSIC 算法不再需

要搜索过程，此时总运算量要远小于 Q-MUSIC

算法。 

6  仿真 

为了验证本文算法的估计性能，本文将基于

四元数的 Q-MUSIC 算法与本文 DL-MUSIC 算法

进行估计效果对比。考虑由 5 个曲折臂天线组成

的平面均匀圆形阵列，坐标系原点位于阵列圆心

处，极化矢量为 T

1

[1 0]=h 、 T

2

[1 0]=h ，圆半径

为 0.8 倍波长，采样快拍数 l设置为 300。假设入

射信号均为远场的窄带 TEM波，且信源之间相互

独立。 

实验 1  对 2种算法的DOA分辨性能进行对比

测试。假设两远场信号入射到平面天线阵列的 DOA

参数 ( , )θ φ 分别为 (45 ,12 )° ° 、 (50 ,10 )° ° ，极化参数
( , )γ η 分别为 (60 ,50 )° ° 、 (40 ,60 )° ° ，设信号信噪比

为 20 dB。图 4、图 5 分别为 DL-MUSIC 算法与

Q-MUSIC算法的 DOA估计谱函数及俯视图。从图

中可以清晰地看出，此时由于两信源空间角距离相

隔较近，Q-MUSIC 算法已经不能正确分辨出两信

源位置，而 DL-MUSIC仍可以准确地将两信源分辨

出来。 

表 1 3 种算法主要运算量对比 

算法 协方差矩阵求取（每快拍数据） 参数(θ, φ)搜索（每搜索节点） 参数(γ, η)搜索（每搜索节点） 

LV-MUSIC 4M

2次复数乘法 2M(2M−q)次复数乘法和(2M−q)次复数求模 — 

Q-MUSIC 4M

2次复数乘法 2M(M−q)次复数乘法和(2M−q)次复数求模 2M(2M−q)次复数乘法和(2M−q)次复数求模 

DL-MUSIC 4M

2次复数乘法 (2M+1)(M−q)次复数乘法和(2M−q)次复数求模 约等于 0 
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(a) 三维谱峰 

 

(b) 等值线俯视图 

图 4  DL-MUSIC算法对两信号的 DOA估计 

 

(a) 三维谱峰 

 

(b) 等值线俯视图 

图 5  Q-MUSIC算法对两信号的 DOA估计  

当入射信源的数目多于天线阵列阵元数时，

Q-MUSIC 算法将不能够做出正确估计。这是因

为 Q-MUSIC 算法采用的四元数协方差矩阵维数
是M M× ，当信源数 q M≥ 时，即信号协方差矩

阵的秩
S

rank( )R M≥ ，此时已不存在相应的噪声

子空间，因此算法不能做出估计。而 DL-MUSIC

算法构造的协方差矩阵维数是 2 2M M× ，因此当
入射信源数满足 2q M＜ 时理论上都可以做出正

确估计。假设空间中有 6 个远场窄带 TEM 波入
射到该五元平面天线阵列，入射 DOA参数 ( , )θ φ
依次为 (5 ,5 )° ° 、(45 ,20 )° ° 、(50 ,65 )° ° 、(100 ,45 )° ° 、

(120 ,60 )° ° 、 (200 ,40 )° ° ，极化参数 ( , )γ η 设置为

(60 ,50 )° ° 、 (40 ,60 )° ° 、 (30 ,20 )° ° 、 (20 ,10 )° ° 、

(10 ,30 )° ° 、(70 ,40 )° ° ，信噪比为 20 dB，DL-MUSIC

算法的 DOA 估计谱函数及俯视图如图 6 所示。

从图中可以清晰地看出 DL-MUSIC算法能够将 6

个信源成功分辨出来。 

 

(a) 三维谱峰 

 

(b) 等值线俯视图 

图 6  DL-MUSIC算法对 6信号的 DOA估计  

实验 2  对两算法的 DOA 估计精度进行对比
测试。定义估计参量 y的均方根误差为 
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其中， L为独立估计实验次数。假设 2个远场窄带
信号的入射 DOA 参数 ( , )θ φ 分别为 (5 ,35 )° ° 、

(75 ,10 )° ° ，极化参数 ( , )γ η 分别为 (60 ,50 )° ° 、

(40 ,60 )° ° 。图 7、图 8分别为 2种算法对两入射信

号的方位角θ 与俯仰角φ的估计均方根误差随信噪

比变化曲线，其中每个信噪比点进行独立实验 100

次。从图中可以看出，随着信噪比的增高，无论是

对方位角还是对俯仰角的估计 DL-MUSIC 算法的

RMSE均要低于 Q-MUSIC算法。 

 

图 7  对两入射信号方位角θ 估计的 RMSE随 SNR变化曲线 

 

图 8  对两入射信号俯仰角φ 估计的 RMSE随 SNR变化曲线 

实验3  对2种算法的极化参数估计精度进行对

比测试。对极化参数估计均方根误差定义同式(34)，

当 2 种算法分别对 DOA 角度作出正确估计后，

Q-MUSIC继续采用搜索方式对极化参数进行估计，

DL-MUSIC算法则通过式(31)计算出极化参数。假设

入射信号参数与实验 2设置相同，图 9和图 10分别

为2种算法对两入射信号极化参数 ( , )γ η 的估计均方
根误差随信噪比变化曲线，其中每个信噪比点进行

独立实验 100次。可以看出，2种算法对极化参数估

计的 RMSE 几乎相同，即相当于对极化参数有相同

的估计精度。但从前文分析可知，Q-MUSIC算法估

计极化参数时所需的计算量远远大于 DL-MUSIC，

即更难满足实时性要求，且耗费更多硬件资源。 

 

图 9  对两入射信号极化参数 γ 估计的 RMSE随 SNR变化曲线 

 

图 10  对两入射信号极化参数η 估计的 RMSE随 SNR变化曲线 

7  结束语 

本文基于传统的长矢量数据模型，提出了适用

于平面极化天线阵列的 DOA 参数与极化参数的联

合估计MUSIC算法。该方法可以在 DOA参数与极

化参数均未知的情况下，对待估计参数的个数进行

降维，优先估计来波信号的 DOA 参数信息，再利

用所估计出的DOA参数计算得出相应的极化参数，

由于未减少矩阵的维数，因此在保证了阵列的分辨

性能和精度的基础上，降低了所需的运算量。 
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附录 A  对式(20)的证明 

根据式(17)可知，中间变量 ,ρ δ 是参数 ( , , , )θ φ γ η 的函

数，若设 

 

1

2

( , , , )

( , , , )

g

g

ρ θ φ γ η
δ θ φ γ η

=


 =


 (35) 

则可以通过联立解得逆函数 

 

3

4

( , , , )

( , , , )

g

g

γ θ φ ρ δ
η θ φ ρ δ

=


 =


 (36) 

因此，谱函数 ( , , , )f θ φ γ η 可以写为
3

( , , ( , , , ),f gθ φ θ φ ρ δ  

4

( , , , ))g θ φ ρ δ ，通过链式法则可以得到 

 

f f f

f f f

γ η
ρ γ ρ η ρ

γ η
δ γ δ η δ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂


 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂


 (37) 

根据式(19)可以得到 

 

0

0

f

f

ρ

δ

∂
 =
∂




∂
 =
∂


  (38) 

再由式(18)中谱函数 f 的具体形式，便有 

j H H j H H H H

2 1 1 2 2 2

j H H j H H

2 1 1 2

e e 2 0

j e j e 0

n n n n n n

n n n n

f

f

δ δ

δ δ

ρ
ρ

ρ ρ
δ

−

−

∂
 = + + =
∂




∂
 = − + =
∂


a U U a a U U a a U U a

a U U a a U U a

 (39) 

故式(20)得证。 
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