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基于单向流模型的自适应张量链式学习算法 

马宝泽 1,2，李国军 1,2，邢隆 1,2，叶昌荣 1,2 
（1. 重庆邮电大学光电工程学院，重庆 400065；2. 重庆邮电大学超视距可信信息传输研究所，重庆 400065） 

摘  要：针对单向流模型中高阶张量在线分解问题，研究了一种自适应张量链式（TT）学习算法。首先，推导出

单向流增量仅改变时序 TT 核的维度；然后，引入遗忘因子和正则项构造指数权重最小二乘目标函数；最后，利

用块坐标下降学习策略分别估计时序和非时序 TT 核。对所提算法在增量大小、TT 秩、噪声和时变强度等方面分

别进行了验证，结果表明，所提算法的平均相对误差和运算时间均小于对比算法，并在视频自适应分析中表现出

优于对比算法的张量切片重构能力。 
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Adaptive tensor train learning algorithm based on  
single-aspect streaming model 
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Abstract: An adaptive tensor train (TT) learning algorithm for the online decomposition problem of high-order tensors in 

single-aspect streaming model was investigated. Firstly, it was deduced that single-aspect streaming increment only 

changes the dimension of temporal TT core. Secondly, the forgetting factor and regularization item were introduced to 

construct the objective function of exponentially weighted least-squares. Finally, the block-coordinate descent learning 

strategy was used to estimate the temporal and non-temporal TT core tensors respectively. Simulation results demonstrate 

that the proposed algorithm is validated in terms of increment size, TT-rank, noise and time-varying intensity, the average 

relative error and operation time are smaller than that of the comparison algorithms. The tensor slice reconstruction abili-

ty is superior than that of the comparison algorithms in the video adaptive analysis. 
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0  引言 

随着传感器的广泛应用和物联网的迅猛发

展，泛在的实时信号和数据不断产生，并催生了

大数据智能、信息流处理、泛在感知等新兴研究

热点，推动新生业态的数字、信息技术飞速发展。
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在数字经济赋能各行各业的大背景下，人们对高

维实时/在线数据流自适应处理的需求处于持续

增长状态[1]。特别是，大量的应用程序在某一维

度上随着时间的推移将产生庞大的在线信号，及

时有效地分析基于单向流模型的海量实时数据

信息，实现信号在线自适应处理成为当前研究的

热点[2]。然而，信号流的数据规模越来越大、传

输速度越来越快、潜在成分越来越复杂，这些固

有的问题都给实时信号流处理带来了挑战。此

外，信息技术的飞速发展使数据形式逐渐趋向高

维化，通常需用张量的形式表征[3]。因此，利用

张量分析的相关技术处理实时的信号流数据成

为一种潜在研究手段。 

张量分解技术已经得到了广泛的应用，成为解决

高维信息分析处理的有效方法[4-5]，并成功应用于神

经科学[6-7]、无线通信[8-9]、社交网络[10-11]等诸多领域。

当使用张量表示信号/数据流时，张量分析技术通常

被称为张量跟踪或自适应在线/实时流张量分解。CP

（CANDECOMP/ PARAFAC）分解[12]和Tucker分解[13]

作为经典的张量分解方法，均为张量奇异值分解

（SVD, singular value decomposition）的扩展形式。为

了解决CP分解中的秩估计难题和克服Tucker分解中

的数据维度灾难缺点，Cichocki 等[14-15]扩展了 2 种典

型的多维张量分析模型，对张量网络进行了全面的研

究。其中，张量链式（TT, tensor train）分解[3,16]表现

出处理高阶张量的强大能力，成为多维信号处理和大

规模数据分析领域的有效分析手段。然而，传统张量

分解方法均属于批处理范畴，并不能对单向流模型下

的多维信号流数据进行有效处理。 

面向多维信号流数据的自适应分解问题，

Nion 和 Sidiropoulos[17]在传统 CP 分解的基础上提

出了基于同步对角化和加权最小二乘准则的 2 种解

决方案，为后续自适应张量学习算法的分析研究

奠定了理论基础。随后，Mardani 等[18]提出了一

种基于核范数正则化的指数加权最小二乘准则

的在线子空间估计方法，通过跟踪低秩子空间揭

示了潜在的高阶结构。Zhou 等[19]提出了一种有

效的高阶在线学习算法，可实现具有任意阶数的

动态张量 CP 分解，突破了张量阶数对自适应算

法的限制。Nguyen 等[20]针对单向流的三阶张量，

提出了基于交替最小二乘法结合牛顿型优化技

术的快速自适应 CP 分解算法。Kasai[21]假设数据

位于低秩线性子空间中，提出了基于张量 CP 分

解的在线低秩子空间跟踪算法。文献[17-21]均是

在传统 CP 分解的基础上探究的自适应张量分解

方法，为克服 CP 分解中的秩估计难题，Liu 等[22]

针对TT分解框架介绍了一种增量TT学习算法用

于分解切块随时间递增的张量模型；Wang 等[23]

则研究了能够分解工业物联网张量流的 TT 方

法。然而，上述 2 种改进的 TT 分解技术可以归

纳为增量式批处理学习方法，缺乏对张量切片数

据的自适应处理能力，并且存在跟踪时变张量流

数据较敏感的问题。 

为了解决单向流模型中的高阶张量实时分

析问题，同时解决 CP 秩选取难题且具备计算时

变切片增量的在线分析能力，本文研究了一种自

适应 TT 学习算法。该算法在理论上可以处理任

意阶数的单向张量流数据，推导出时变增量对时

序 TT 核张量估计及 TT 非时序核张量更新的影

响，构造具有遗忘因子和正则项的指数权重最小

二乘目标函数，利用块坐标下降（BCD, block 

coordinate descent）学习策略依次估计出时序 TT

核并对非时序 TT 核进行更新，从而实现对切片

和切块等增量式实时数据的自适应分析研究。在

模拟数据实验中，采用随机生成的四阶张量分别

验证了所提算法在增量大小、不同 TT 秩、噪声

强度和时变强度等条件下的重构性能，并且利用

三阶张量进行了平均相对误差和平均运算时间

的对比实验。此外，通过实测视频数据验证了多

种算法对人体运动图像/视频实时分析的能力。 

1  问题描述 

1.1  传统 TT 分解模型 

在传统 TT 分解模型中，张量x可以表示为一

系列三阶张量 1{ }N
n n=g 多线性乘积的缩并形式[16]。在

不考虑加性噪声的情况下，张量x 和核张量 1{ }N
n n=g

的关系可以表示为 

 1 1 1
1 2 2 3 N N= × × ×…x g g g  (1) 

其中， 1n n nr I r
n

- × ×∈Rg 表示第 n 个 TT 核张量，

{1,2, , }n N∈ … ， 1
n× 表示张量间的 mode- ( ,1)n 缩约

积， N 表示核张量数， 0{ }N
i ir = 表示 TT 秩集合，且

满足 0 1Nr r= = ，即 1 1
1

I r×∈Rg ， 1N Nr I
N

- ×∈Rg 。 

TT 分解对高阶张量数据的处理具有以下优点：

1) 给定任意张量x，能够找到一系列 TT 核 1{ }N
n n=g

和 TT 秩满足 TT 分解的要求；2) 相对于 CP 秩的
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确定难题，TT分解可以稳定有效地估计TT核张量；

3) TT 分解为高阶张量提供了一种节省内存的表示

方式，并且能够克服张量的维度灾难缺点。然而，

传统的 TT 分解属于全量式批处理框架，在分析增

量式自适应数据时存在重复计算和效率不高等问

题。因此，在传统 TT 分解算法的基础上开发能够

处理在线数据流的自适应张量分解方法具有重要

的研究意义。 
1.2  单向流模型 

在经典的在线应用场景中，研究仅一个模态

时变的高阶数据流分解问题受到了越来越多的

关注，将给定的 N 阶张量流分解为若干向量[17]、

矩阵[18-20]、低秩张量[22-23]的集合是一项具有潜在

研究价值的课题。不失一般性，假设流张量仅最

后一个维度是时变的，其余维度均固定不变，则

可以将流张量表示为 1 1
t

N NI I It -× × ×∈ …x R ，其中， t
NI 为

张量的第 N 个维度，用于表征时变增量，

, {1,2, , 1}nI n N∈ -… 表示前 N−1 个固定维度，该问

题模型被称为高阶张量的单向流模型。与之对应

的多向流模型可定义为 1 1
t t t

N NI I It -× × ×∈ …x R ，表示具

有不止一维的流数据随时间增加的情况，即高阶

张量的时变维度 , {1,2, , }t
nI n N∈ … 均可表征时变

增量。此外，本文将针对单向流模型下实时张量

数据的分析方法展开研究，且时序切片或时序切

块的定义对于描述单向流模型的张量跟踪问题

至关重要，为方便表述可将时序切片和时序切块

统称为时序增量。 

定义 1 时序切片和时序切块（时序增量）。

令第 t 时刻的流张量为 1 1
t

N NI I It -× × ×∈ …Rx ，则定义
1 1(:, ,:, ) NI Itτ τ -× ×= ∈ ……y x R 表示第τ 个时序切片，

且1 t
NIτ≤ ≤ 。当 1 1t t

N NI I -- = 时，第 t 时刻的增式

张量为时序切片；当 1 1t t
N NI I -- ＞ 时，第 t 时刻的增

式 张 量 为 时 序 切 块 ， 均 可 记 为 t∆ ∈y  
（ ）1

1 1
t t

N N NI I I I -
-× × × -…R 。因此，流张量 tx 可看作由一系列

时序切片 1{ }
t
NIτ

τ =y 构成，或者由 1t-x 和时序切块
1

{ }
t
N

t
N

It

I

τ
τ

-∆
=

=y y 构成。不失一般性，将时序切片和

时序切块统称为时序增量，即存在 1t t
N NI I J-- = ，

并将时序增量 t∆y 简记为 ty 。换句话说，流张量
tx 可以通过即将到来的时序增量 ty 附加到之前

沿时变维度的第 1t - 时刻观测张量 tx 上的方式连

接得到，即 

 
1

1

t t t
N

t t
N NI I J

-

-

 = 
 

= +  

〓x x y
 (2) 

其中， N〓 表示张量沿 N 阶模态的连接。 

一般来说，时序增量 ty 可以表示为 

 t t t= + σy 〓 N  (3) 

其中， t〓 表示时序增量的低秩成分， tN 表示噪声

张量，σ表示噪声强度。低秩项 t〓 可以用向量、矩

阵、核张量等形式表示，能够应用于静态和时变场

景。综上所述，单向流张量跟踪问题可形式化表达

如下：在第 t 时刻给定时序增量 ty 和 1t-x 的先前估

计（核张量或张量因子），则需要及时跟踪
1t t t

N
-= 〓x x y 得到新的估计。 

1.3  自适应 TT 分解模型 

在单向流模型中，实时张量 tx 在含噪声环境

下的 TT 分解形式可以表示为 

 1 1 1
1 2 2 3

t t t t t
N N= × × × +… σx g g g N  (4) 

假设 TT 核 1
1{ }N

n n
-
=g 为静态或变化缓慢，则可根

据 式 (2) 和 式 (3) 得 出 时 序 低 秩 项
1 1 1

1 2 2 3
t t t t

N N= × × ×… G〓 g g ， 1Nr Jt
N

- ×∈G R 表示第 N 个

TT 核张量对应的时序增量因子矩阵，且 t
NG 在 1J =

的情况下表示 1 1Nr - × 的向量，故可用 t
Ng 表示时序向

量 。 由 式 (3) 可 知 ， 时 序 增 量 ty 可 改 写 为
1 1 1

1 2 2 3
t t t t t

N N= × × × +… G σy g g N 。为了增加自适应

TT 分解模型的时变表征能力，在非时序 TT 核张量

的 基 础 上 增 加 时 变 项 ， 即

{ } { } { }1 1 11

1 1 1

N N Nt t t
k k kk k k

ε
- - --

= = =
= +g g D 。其中， ε 表示时变

因子；{ } 1

1

Nt
k k

-

=
D 表示时变项，且与{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g 维度一致。

当 N=3 时，TT 张量流分解的示意如图 1 所示。从

图 1 可以看出，第 N 个 TT 核张量 1
t

N Nr It
N

- ×∈Rg 可以

由 1t
N
-g 和 t

NG 构成，即 1t t t
N N N

-  =   Gg g 。 

 
图 1  TT 张量流分解示意 

从理论上分析时序 1t t t
N N N

-  =   Gg g 的推导过

程 。 令 1 1
1 2 1 1

t t t
N N- -= × ×…u g g 表 示 解 析 张 量 ，
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{ }1

1

Nt
n n

-

=
g 表示在第 1t - 时刻张量 1t-x 对应的 TT 核

集合。根据 TT 核{ } 1

1

N

n n

-

=
g 为静态或变化缓慢的三阶

张量的假设，可得出 1t t-〓u u ，即可认为在 1t - 时

刻和 t 时刻的解析张量u 是近似相等的。因此，可

将第 t 时刻的张量 tx 表示为 

 （ ） （ ）
（ ）

1 1

1 1 1 1

1 -1

t t t t t
N N N

t t t t
N N N N N

t t t
N N N

-

- -

= × = =

× ×

  ×   

G

G

〓

〓

〓

x u g x y

u g u

u g

 

(5)

 

由图 1 和式(5)可知，只要估计出时序增量对应

的因子矩阵 1Nr Jt
N

- ×∈G R ，就可以得到第 t 时刻的核

张量
（ ）1

1
t

N Nr I Jt
N

-
- × +

∈Rg ，而不必重复对
1

11 t
N Nr It

N

-
- ×- ∈Rg

进行计算。当数据流规模比较大时，对 t
Ng 整体进行

估计存在计算复杂度高、存储要求大的缺点。因此，

仅对时序增量对应的增量因子矩阵 t
NG 进行估计的

策略适用于大规模信号流的场景。该策略不仅降低

了数据处理规模，而且分解后的核张量可采用分布

式的存储方式。 

2  算法说明 

2.1  构建目标函数 

由于在线数据流固有的时变性和非平稳性，传

统批处理 TT 分解方法在计算复杂度和数据存储方

面没有优势，故需要研究一种能避免重复计算且有

效跟踪的自适应高阶数据流分析方法。在自适应 TT

分解框架中，核张量的估计是研究重点。不考虑噪

声的情况下，估计 TT 核张量{ }
1

Nt
n n=
g 的广义目标函

数可表示为 

 
{ }

1

21 1 1
1 2 2 3 F

arg min
Nt

n
n

t t t t
N N

=

- × × ×…
g

x g g g  (6) 

根据式(2)和自适应策略 [17,20]可以将式(6)目

标函数改写为指数权重最小二乘的形式[18,21]，表

示为 

 
{ }

1

21 1 1
1 2 2 3 F

1

1 21

F
1

arg min +
Nt

n
n

t
t i i i i i

N N
i

N
t t
k k

k

ρ

μ

=

-

=

-
-

=

 - × × × 
 

 -  
 

∑

∑

G…
g

y g g

g g

 

(7)

 

其中， (0,1]ρ ∈ 表示遗忘因子，旨在降低观测数据

间距离的影响，并提高在动态环境中的跟踪速度；

μ 表示正则化参数，旨在控制相邻的连续时刻对应

TT 核的时变程度。当 1ρ = 且 0μ = 时，式(6)和式(7)

中的 2 个目标函数是等价的。 

2.2  核张量的学习策略 

由于待求解的目标函数是一个非凸问题，因

此可利用块坐标下降学习策略交替/递归更新核

张量。将原目标函数分解为 2 个子问题，即分别

对时序和非时序 TT 核张量进行求解。对每个子

问题求解都需要在迭代时固定一部分参数，只针

对一个变量进行优化，其余变量保持不变，然后

交替求解，最终收敛得到最优解。因此，基于 BCD

学习框架，核张量的计算过程可以分为两部分。

1) 估计时序 TT 核 t
Ng ：在已知前 1t - 时刻的全部

TT 核{ }1

1

Nt
n n

-

=
g 情况下，估计第 t 时刻的时序 TT 核

1t t t
N N N

-  =   Gg g ，其核心是计算 t
NG 。2) 更新非

时序 TT 核{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g ：在给定{ } 11

1

Nt
k k

--

=
g 和 t

Ng 的情况

下，并行更新第 t 时刻的前 1N - 个 TT 核。 

根据 1t t-〓u u 可以得出，增量因子矩阵 t
NG 的

更新准则为 

 
1

21

F
arg min

r JN
N

t t t
N N N

×-∈
= - ×

G
G G

R
y u  (8) 

在此基础上，除 t
Ng 外的其余时序 TT 核张量

{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g 的更新准则可以表示为 

 
{ } 1

1

21 1 1
1 F

1

arg min
N

k k

t
t t i i t i
k k k k k k

i

ρ
-
=

- -
+

=

= - × ×∑
g

g y A g B  (9) 

其中，A和B为虚拟张量，分别定义为 

 
1 1 1 1 1

1 2 1 1
1 1 1 1 1
1 2 1 1

t t t
k k k
i t t i
k k k N N N N

- - -
- -

- -
+ + - -

 = × × 
 

= × × ×  G
…
…

A g g
B g g

 (10) 

此外，核张量更新问题的假设条件为：1) TT

核 1
1{ }N

k k
-
=g 在 1t - 和 t 这 2 个连续时刻的改变很小，

即{ } { }1 11

1 1

N Nt t
k kk k

- --

= =
〓g g ；2) TT 秩向量 0{ }N

i ir = 已知，且

为时不变序列，其中 0 1Nr r= = 。 

2.3  具体步骤 

2.3.1  估计时序 TT 核 t
Ng  

在给定时序张量 ty 和解析张量 1t-u 的情况下，
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t
NG 可在式(8)的基础上加正则项的方式解决，即 

 
1

2 21 1

FF
arg min +

r JN
N

t t t
N N N Nη

×-

-

∈
= - ×

G
G G Gy u

R
 (11) 

其中，
1

21 1

F
arg min

r JN
N

t t
N N

×-

-

∈
- ×

G
Gy u

R
旨在计算第 t 时刻

对应观测与估计的时序切片间最小化残差， 0η ＞ 表

示正则化经验参数，
2

FNη G 旨在避免不适定的计算

过程。为了便于分析，式(11)可改写为矩阵−向量表

示的形式。 

 
1

2 21

F2
arg min +

r JN
N

t t t
N N Nη

×-

-

∈
= -

G
G Y U G G

R
 (12) 

其中， 1 1NI I Jt - ×∈ …Y R 和 1 1 11 N NI I rt - -×- ∈ …U R 分别表示
ty 和 1t-u 的展开矩阵。 

因此，可以将式(12)中矩阵 NG 的 J 个列分解为

相关的 J 个切片，表示为正则最小二乘的形式，即 

 
11

2 21

22
(:, ) arg min +

rN
j

t t t t
N j j j j

g

j η
×-

-

∈
= = -G g y U g g

R
 (13) 

其中， 1 1Nrt
j

- ×∈g R 表示矩阵 1Nr Jt
N

- ×∈G R 的第 j 个列向

量， 1 1 1= (:, ) NI It t
j j - ×∈y Y …R 表示矩阵 1 1NI I Jt - ×∈ …Y R 的

第 j 个列向量， {1, , }j J∈ … 。则式(13)的封闭解可

以表示为 

1

1 T 1 1 1 T(:, ) [( ) ] ( )
N

t t t t t t
N j r jj η

-

- - - -= = +G g U U I U y  (14) 

在此基础上，时序 TT 核张量 t
Ng 可以通过

1t t t
N N N

-  =   Gg g 不断学习更新。每次仅计算与时变

增量数据对应的 t
NG 即可更新 t

Ng ，而不必重复计算
1t

N
-g ，避免了大规模在线高维数据的爆炸式增长带

来的计算复杂度和存储压力。 

2.3.2  依次计算非时序 TT 核{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g  

根据当前的时序 TT 核 t
Ng ，通过最小化式(15)

依次更新剩余的 1N - 个非时序 TT 核{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g ，表

示为 

{ } 1
1

21 1 1
1 F

1

21

F

arg min
N

k k

t
t t i i t i
k k k k k k

i

t
k k

ρ

μ

-
=

- -
+

=

-

 = - × × + 
 

 
-  

 

∑
g

g y A g B

g g

 

(15)

 

其中， (0,1]ρ ∈ 表示遗忘因子， μ 表示正则化参

数。为方便计算，将式(15)改写为矩阵形式，可

表示为 

 

（ ）

1 1

2 21 1

FF

arg min
I r rk k k

k

t
t t i i
k k

i

i t t
k k k k k

ρ

μ

× -

-

∈ =

- -

 = - 
 

  ⊗ + -  
  

∑
G

G Y

G B A G G

R
 

(16)

 

其中， 1k k kI r rt
k

-×∈G R 和 1 1 1 1k k k NI I I I Ii
k

- + -×∈ … …Y R 分别为 t
kg

和 iy 的 展 开 矩 阵 ， 令 1=i i t
k k k

-⊗W B A ， 则

1 1 11 k kr I It
k

- -×- ∈ …A R 和 1 1k k Nr I Ii
k

+ -×∈ …B R 分别是 1t
k
-A 和

i
kB 的展开矩阵。 

由于前 1N - 个 TT 核的矩阵形式 1k k kI r rt
k

-×∈G R
中， kI （ {1, , 1}k N∈ -… ）是固定不变的，则可以

采取与计算 t
NG 类似的步骤，通过估计 t

kG 对应的每

个行向量 11
, ( ,:) k kr rt t

k m k m -×= ∈g G R （ {1, , }km I∈ … ），

进而得到 1N - 个 t
kG 。将式(16)改写为 t

kG 第m 个行

向量 ,
t
k mg 的目标函数，可以表示为 

 
1 1

,

2

, , , 2
1

21
, , 2

arg min
r rk k

k m

t
t t i i i
k m k m k m k

i

t
k m k m

ρ

μ

× -

-

∈ =

-

 = - + 
 

  -  
  

∑
g

g y g W

g g

R
 

(17)

 

其中， , ( ,:)i i
k m ky m=Y 。令式(17)的梯度为 0，可推导

出 ,
t
k mg ，即 

 （ ） （ ）{ }1

T1 T1
, , , ,k k

t t t t
k m r r k m k m k mIμ μ

-

- -  = + +    
g S g R  (18) 

其中，解析矩阵分别为 （ ）T

,
1

t
t t i i i
k m k k

i

ρ -

-

=∑S W W ，

T
, ,

1

t
t t i i i
k m k k m

i

ρ -

-

=∑R W y 。此外，矩阵 ,
t
k mS 和 ,

t
k mR 通过

递归学习的方式更新，则学习准则可以表示为

（ ）T1
, ,

t t t t
k m k m k kρ -= +S S W W 和 1 T

, , ,
t t t t
k m k m k k mρ -= +R R W y 。 

根据式(18)， ,
t
k mg 的更新规则可以表示为 

 
（ ）

（ ）
1

1 T 1
, , , ,

T

,

+

k k

t t t t t
k m k m k m k k m

t
r r k mI

ρμ

μ
-

- -

-

= ∆ + ∆ ·

+

g g y W g

S
 

(19)
 

其中， 1
, , ,

t t t t
k m k m k m k

-∆ = -y y g W ， 1 1 2
, , ,

t t t
k m k m k m
- - -∆ = -g g g 。 

因此，根据低空间复杂度的递归准则同步更新

矩阵 t
kG ，可以表示为 

 
（ ）

（ ）
1

T1 1

T

k k

t t t t t
k k k k k

t
r r kI

ρμ

μ
-

- -

-

  = + ∆ + ∆ ·    

+

G G Y W G

S
 

(20)
 

其中， 1t t t t
k k k k

-∆ = -Y Y G W ， 1 1 2t t t
k k k
- - -∆ = -G G G 。然
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后，将式(20)得到的矩阵转变为三阶张量的形式，

即可恢复核张量{ } 1
1

1

k k k
N r I rt

k k

-
- × ×

=
∈Rg ，其中 0 1r = 。将

第 t 次迭代更新后的非时序 TT 核张量{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g 作为

第 t+1 次迭代时估计时序 TT 核张量 1t
N
+g 的输入，依

次估计出所有 TT 核张量。综上所述，所提的基于

单向流模型的自适应 TT 学习算法估计核张量步骤

如算法 1 所示。 

算法 1 核张量估计步骤 

输入 时序张量 ty 、解析张量 1t-u 、TT 秩

0{ }N
i ir = 、遗忘因子 ρ 、正则化参数 μ 和η  

输出 时序 TT 核张量 t
Ng 和非时序 TT 核张

量{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g  

初始化 非时序 TT 核张量{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g  

for t = 1, 2, 3, … 
 1) 估计时序 TT 核张量 t

Ng  

 for j = 1 : J 

根据式(14)计算第 j 个切片对应的因子矩

阵 (:, )t
N jG ； 

end for 

根据 1t t t
N N N

-  =   Gg g 得到时序 TT 核 t
Ng  

2) 更新非时序 TT 核张量{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g  

for k = 1 : N−1 

根据式(19)计算第 k个核张量展开矩阵的

第 m 个行向量 ,
t
k mg  

根据式(20)更新展开矩阵 t
kG  

将 t
kG 转变为三阶张量的形式，即

{ } 1
1

1

k k k
N r I rt

k k

-
- × ×

=
∈g R  

end for 

3) 将更新后的非时序 TT 核张量{ } 1

1

Nt
k k

-

=
g  

作为第 t+1 次迭代时步骤 1)的输入，重复

上述步骤直至迭代终止。 

end for 

为了分析所提算法的计算复杂度，不妨假设张

量的前 1N - 维具有超对称结构，即 1
1{ }N

n nI I-
= = ，且

TT 秩 1
1{ }N

i ir r-
= = 。估计时序 TT 核张量 t

Ng 和非时序

TT 核张量 { } 1

1

Nt
k k

-

=
g 的计算复杂度可以分别表示为

1 2( )NJI r-O 和 1 4(( 1) )NN I r--O ，则所提算法的计算

复杂度可以表示为 1 2 2( max{ ,( 1) })NI r J N r- -O 。综

上所述，在张量维度 N 和 TT 秩 r 固定的情况下，

时序增量 J 的大小将决定算法的整体计算复杂度。

此外，相较于传统批处理 TT 分解需要计算 N 阶数

据[3,16]，所提算法仅处理 1N - 阶时序增量，具有计

算复杂度和存储要求低的优点。 

3  实验分析 

3.1  模拟数据仿真 

为了验证所提算法对高阶张量数据流的自适

应分解/张量跟踪能力，考虑在非平稳环境下分别从

增量大小、不同 TT 秩、噪声强度和时变强度等角

度出发对所提算法展开仿真实验。模拟仿真采用随

机生成的四阶张量流数据，记为 1 2 3 4
tI I I It × × ×∈x R ，

TT 秩 记 为 1 2 3{ , , }r r r ， 时 序 增量 可 以 表示 为
1 1 1

1 2 2 3 3 4 4
t t t t t t= × × × +y  g g g NσG 。其中， 1 1

1
I rt ×∈g R 、

1 2 2
2

r I rt × ×∈g R 、 2 3 3
3

r I rt × ×∈g R 分别表示非时序 TT 核张

量， 3
4

r Jt ×∈RG 表示时序TT核张量对应的解析矩阵。

此外，在非时序 TT 核张量上添加时变项可以分别

表 示 为 1
1 1 1
t t tε-= +g g D 、 1

2 2 2
t t tε-= +g g D 、

1
3 3 3
t t tε-= +g g D ，并采用相对误差准则评估张量重

构的准确性，即 

 F

F

ˆ
ˆ( , )ξ

x x
x x

x

-
=  (21) 

其中， x̂表示x的估计。相对误差准则 ξ 越小，

说明算法对张量流的跟踪、自适应分解、重构能

力越强，反之亦然。此外，所有仿真均在

MATLAB2019a 上进行，计算机配置为 Intel(R) 

Core(TM) i7-10710U CPU @1.10 GHz 1.61 GHz，

RAM 为 16 GB。 
令四阶张量的维度为 [10 15 20 1 000]，且

假设最后一个维度时变，可称为时序点数，TT

秩固定为 [5 5 5]，噪声强度固定为 3= 10σ - ，

时变强度固定为 3= 10ε - ，增量大小分别为

= {7,5,3,1}J ，并在时序点数为 550 时增加突变

干扰，即此刻的突变强度为 1。不失一般性，鉴

于参数选取不是本文研究的重点内容，故设定所

提算法的遗忘因子 = 0.5ρ ，正则化参数 = 1η ，

= 1μ ，且仿真结果均是算法迭代 30 次的平均值。

非平稳条件下，增量大小对算法性能的影响如图 2
所示。由图 2 可知，算法在 = 1J 时比在 = {7,5,3}J

时的相对误差收敛速度更快且稳态误差更小。随
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着时序增量的增加，张量分解相对误差收敛速度

变慢、稳态误差也随之变大，说明所提算法在处

理时序切块方面的性能还有待提升。此外，所提

算法表现出对张量切片较强的学习能力，符合自

适应算法对数据逐点处理的要求，故其余实验均

采用张量切片 = 1J 作为时序增量。 

 
图 2  增量大小对算法性能的影响 

固定时序增量为时序切片，选取 TT 秩分别为

[2 2 2]、[4 4 4]、[6 6 6]和[8 8 8]，其

余实验条件和参数不变。TT 秩对算法性能的影响

如图 3 所示。由图 3 可知，当 TT 秩为[8 8 8]时，

所提算法在时序突变后出现了难以收敛的情况，说

明较大的 TT 秩会限制 TT 分解的低秩表征能力。

此外，当 TT 秩较小时，算法虽然收敛速度快但稳

态误差不理想波动较大。因此，综合考虑收敛速度

和稳态误差两方面因素，TT 秩的选取不宜过大或

过小，需根据张量最小维度值选择，故令模拟数据

仿真实验中的 TT 秩为[5 5 5]。 

 
图 3  TT 秩对算法性能的影响 

为了验证所提算法的抗噪性，分别选取噪声强度
4 3 2 1= {10 ,10 ,10 ,10 }σ - - - - 进行鲁棒性实验，其余仿真

条件和参数不变。噪声强度对算法性能的影响如图 4

所示。由图 4 可知，选取的 4 个噪声强度对算法的收

敛速度影响不大，其收敛曲线基本一致。但当 1= 10σ -

时，算法的稳态误差明显比其他噪声强度大，说明在

噪声强度为 4 3 2= {10 ,10 ,10 }σ - - - 时所提算法表现出了

较好的鲁棒性。此外，所提算法对较大的噪声强度敏

感，当噪声强度较小时算法性能变化不大，并且不同

噪声强度下算法在突变前收敛速度也比较接近。 

 
图 4  噪声强度对算法性能的影响 

固定实验的其余仿真条件和参数，分别选取时

变强度 4 3 2 1= {10 ,10 ,10 ,10 }ε - - - - 验证所提算法性能。

时变强度对算法性能的影响如图 5 所示。由图 5 可

知，时变强度越大，算法的稳态误差也越大，且在

突变干扰后收敛速度主要受强时变的影响，如
1= 10ε - 。当 4 3= {10 ,10 }ε - - 时，算法的性能比较理

想，因此不断提升算法的抗时变能力是自适应张量

分解研究的优化方向。 

 
图 5  时变强度对算法性能的影响 
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上述实验分别从增量大小、TT 秩选取、噪声强

度和时变强度几个方面验证了所提算法的性能，接下

来将 4 种自适应张量分解方法作为对比算法，分别为

PARAFAC-RLST[17]、PARAFAC-SDT[17]、TeCPSGD[18]

和 SOAP[20]，来分析随机生成的在线三阶张量。其中，

张量维度为[150 200 1 200]，噪声强度和时变强度

均固定为 310- ，增量 = 1J ，在时序点数为 600 时增

加突变干扰，且对比算法的秩均为 10，所提算法的

TT 秩为[10 10]。5 种算法估计张量流的相对误差对

比如图 6 所示。由图 6 可知，PARAFAC-RLST 和

PARAFAC-SDT 具有相似的收敛速度和稳态误差，突

变后的稳态误差均不理想，但突变前后的收敛速度较

快。TeCPSGD 收敛速度最慢，且稳态误差较大，算

法 收 敛 困 难 。 SOAP 在 突 变 前 表 现 出 与

PARAFAC-RLST 和 PARAFAC-SDT 相似的算法性

能，但突变后相对误差几乎不变，说明 SOAP 方法不

适用于存在突变的数据分析或者信号处理应用。相较

于对比算法，所提算法在突变前后均表现出了良好的

收敛速度和稳态误差。 

 
图 6  5 种算法估计张量流的相对误差对比 

不同算法处理模拟数据的平均运算时间如图 7

所示。由图 7 可知，PARAFAC-RLST 平均运算时

间 最 长 ， 其 次 分 别 为 TeCPSGD 、 SOAP 和

PARAFAC-SDT，所提算法平均运算时间最短，说

明 BCD 学习策略中仅处理时序增量的方式在算法

运算时间方面具有优势。综上所述，不同于对比算

法仅能处理三阶张量，所提算法能够处理任意阶数

的张量数据。此外，综合考虑相对误差指标和平均

运算时间可知，所提算法更新非时序 TT 核张量的

并行学习策略不仅能够缩短算法运算时间，而且可

以获取稳健的估计性能。 

 
图 7  不同算法处理模拟数据的平均运算时间 

3.2  实测数据实验 

将视频信号 [24]作为实测数据验证算法张量

重构性能，选取数据库中名为‘eli_wave1’的视频

作为自适应张量算法的输入信号。其中，视频属

性包括：数据时长为 5 s，帧率为 25 frame/s，帧

的高度为 144，帧的宽度为 180，每个像素的位

数为 24，视频格式为 RGB24，则视频流中的帧

数为 125。为了更公平地验证算法性能，将每个

视频帧数据对应的 RGB 图像转换为灰度图像，

故输入信号的维度为144 180 125× × 。将视频帧作

为时序增量，不同算法处理视频数据的平均相对

误差如图 8 所示。由图 8 可知，PARAFAC-RLST

收敛速度较快，但相对误差较大；PARAFAC-SDT

收敛速度最慢，在 90 帧左右才收敛；所提算法

性能明显优于对比算法，其次是 SOAP 和

TeCPSGD。对比图 6 可知，实测数据的时变强度

小，因而所有算法的性能曲线均波动小且平滑，

且算法的相对误差明显变差。 

 
图 8  不同算法处理视频数据的平均相对误差 
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不失一般性，选取各算法重构后张量的第 80 帧

进行可视化，人体运动部分以虚线椭圆形标注，可

视化灰度图如图 9 所示。所提算法重构的可视化灰

度图与原始视频帧的灰度图最接近，基本可以分辨

出人体轮廓。而 SOAP 算法仅能识别出人体位置，

难以辨别动作状态，其余 3 种对比算法可视化灰度

图较差。图 9 的可视化结果与图 8 中虚线方框对应，

即当相对误差 1＞ 10ξ - 时，自适应张量分解算法重构

的张量切片可视化不理想，难以识别人体动作，不

能应用于人体运动图像/视频实时分析。此外，所提

算法在实测视频数据的实验中表现出了优于对比

算法的张量切片重构能力。 

 
图 9  第 80 帧的可视化灰度图 

4  结束语 

由于泛在的实时信号/数据大多呈现高维结构，

将给传统批处理张量分解方法和受阶数限制的自

适应张量分析方法带来挑战，因此本文研究了一种

基于单向流模型的自适应 TT 学习算法。通过推导

单向流时序增量对 TT 核更新的影响，将核张量分

为时序和非时序两类，并构造相应的目标函数利用

BCD 学习策略分别估计更新。实验表明，所提方法

能够处理三阶和四阶的模拟数据，在平均相对误差

和平均运算时间方面优于对比算法，且在视频实时

分析研究中重构张量数据具有一定的意义。此外，

在现有工作基础上研究基于多向流模型的自适应

张量学习算法将是下一步重点探究方向。 
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