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7 元旋转对称 2−弹性函数的构造 
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摘  要：基于旋转对称轨道的数对分布矩阵的性质，给出了所有 7 元旋转对称 2−弹性函数的具体构造。结果表明，

在 7
2 上有且仅有 280 个非线性旋转对称 2−弹性函数。进一步地，对于任意的奇数 k，在 7

2
k 上至少有 280 个非线

性旋转对称 2−弹性函数。 
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Abstract: Based on the properties of the 2-tuples distribution matrix of the rotation symmetric orbits, all 7-variable 

2-resilient rotation symmetric Boolean functions were constructed concretely. The results show that there are only 280 

nonlinear 2-resilient rotation symmetric Boolean functions over 7
2 . Furthermore, there are at least 280 nonlinear 

2-resilient rotation symmetric Boolean functions over 7
2

k  for any odd number k. 

Keywords: cryptography, rotation symmetric function, resilient function, support matrix, 2-tuples distribution matrix 

 

0  引言 

在对称密码体制中，具有各种密码学性质的布

尔函数和向量值函数被用来设计密码算法，以抵抗

各种攻击方法，比如差分攻击、线性密码攻击、相

关攻击、代数攻击等[1]。寻找和构造同时具有多个

密码学性质的布尔函数是当前对称密码学领域中

一个极具理论意义和应用价值的挑战性课题，吸引

了众多学者，出现了一批研究成果[2-4]。 

旋转对称布尔函数是一种在输入变量周期性

旋转变化时函数值保持不变的布尔函数类，对称布

尔函数是其子类[2-7]。1999 年，Pieprzyk 等[8]将旋转

对称布尔函数用于 MD4、MD5 和 HAVAL 等密码

算法的快速实现中。Kavut 等[9-10]在旋转对称函数

类中找到了非线性度 241 的 9 元布尔函数，解决

了一个近 30 年的公开问题。进一步的研究表明，
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旋转对称布尔函数可以同时具有多个良好的密码

学性质，比如平衡性、相关免疫性、高非线性度、

最优代数免疫性和较高的代数次数等[11]。因此，旋

转对称布尔函数的研究受到越来越多的关注，关

于旋转对称布尔函数的研究成果也越来越多。

文献[12-15]研究了旋转对称 Bent 函数的构造，

文献[2,16]研究了旋转对称最优代数免疫函数的构

造，文献[2-4,17]研究了平衡的旋转对称函数的构

造，文献[18-25]研究了旋转对称 1−弹性函数和 2−弹性

函数的构造。长期以来，7 元非线性度 56 的 2−弹

性函数的构造问题是一个极端困难的组合问题，文

献[7]通过计算机程序获得了 72 个非线性度和代数

次数最优的 7 元旋转对称 2−弹性函数。为了进一步

研究 7 元旋转对称 2−弹性函数的密码学性质，本文

基于旋转对称轨道的数对分布矩阵，具体给出了所有

的 7 元旋转对称 2−弹性函数。 

1  预备知识 

假设 2
n 表示 2 {0,1} 上的 n 维线性空间， T 表

示集合 T 中元素的个数，为了叙述方便，本文中 T 既

可以表示由维数相同的行向量构成的集合，也可以表

示由集合 T 中行向量构成的矩阵（不考虑顺序）。记

wt( )x 为向量 0 1 1 2( , , , ) n
nx x x  x   的 Hamming 重

量 ， 其 中 0 1 1wt( ) nx x x    x  。 设 映 射

2 2: nf   表示 n 元布尔函数， n 表示全体 n 元布尔

函数的集合。对于向量 0 1 1 2( , , , ) n
ny y y  y   ，定义

0 0 1 1 1 1n nx y x y x y   xy  ，其中⊕表示 2 上的加

法。n1 和 n0 分别表示全1和全0的n元行向量， A B
表示矩阵A与B的Kronecker 积。 

n 元布尔函数 ( )f x 的 Walsh 值是 2
n 上的实值

函数， ( )f x 在 2
nw  处的 Walsh 值表示为 
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进一步地，根据 Walsh 值的计算，布尔函数

( )f x 的非线性度可以表示为 
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设 0 1 1 2( , , , ) n
nx x x  x   ，对于任意的整数

0 1d n ≤ ≤ ，定义 
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把  的定义扩展到 2
n 上，则有 0 1( , , ,d

n x x   

1 1 1) ( , , , )n d d dx x x x    。 

定义 1[5-8]  设函数 ( ) nf x  ，向量 0( ,xx  

1 1 2, , ) n
nx x    ，如果对于任意的0 1d n ≤ ≤ ，都

有  0 1 1 0 1 1( , , , ) ( , , , )d
n n nf x x x f x x x    ，则称 f 为

旋转对称布尔函数（RSBF）。 

定义 2[23]  设函数 ( ) nf x  ，记  2
n

f  x 1  

( ) 1f x 。如果 12n
f

1 ，则称 f 是一个平衡函数。

f1 是 f 的支撑集或支撑矩阵， f1 中的行向量被称为

f 的支撑向量。 
定义 3[20,23,25]  如果 ( ) nf x  的支撑矩阵是正

交表  , , 2,f n dOA 1 ，其中 1d ≥ ，则称 ( )f x 为 d−

相关免疫函数。另外，如果 f 既是 d−相关免疫的又

是平衡的，则称 f 是 d−弹性函数。 

定义 4[24] 设  2( ) ( ) ,0d n
n n d O x x x ≤ ≤  

1n  是 向 量 0 1 1 2( , , , ) n
nx x x  x   在 循 环 群

 0 1d
n n d n C ≤ ≤ 作用下生成的旋转对称轨

道（或轨道），则以 ( )nO x 中的元素为行向量，总可

以得到矩阵 
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该矩阵被称为向量 x 的轨道矩阵，其中

( )n lO x ，并且 l n 。 

当 l n 时，称 ( )nO x 为长轨道；否则为短轨道。

若 ( )n l n O x ，即 2 ( 1)i i l i l i s lx x x x       ，其

中， 0 1 1( , , , )nx x x x =  ，0 1i l ≤ ≤ ， sl n ，则 
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引理 1[7,23] 设 n 元旋转对称轨道的总数为 ng ，

其中长轨道的总数为 nh ，则
|

1
( )2

n

t
n

t n

g t
n

  ，其中，
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( )t 是欧拉函数；
|

1
( )2

n

d
n

d n

h d
n

  ， ( )d 是墨比

乌斯函数。当 n 为奇素数时，有
2 2( 1)n

n

n
g

n

 
 ，

则 ng 一定是 4 的倍数。 

设 向 量 0 1 1 2( , , , ) n
nx x x  x   生 成 的 轨 道

0 1 1( ) ( , , , )n nO x X X X ，其中 iX 是矩阵 ( )nO x 的

第 ( 1)i  列。易知在任意 ( , )a bX X 中，数对 01 和 10

出现的频次相同，其中0 1a b n ≤ ≤ ，再根据文

献[20]中定理 2 的证明，可以得到定义 5。 
定义 5[23-24]  假设 0 1 1( ) ( , , , )n nO x X X X 是向

量 0 1 1 2( , , , ) n
nx x x  x   生成的轨道。令 1ib 、 2ib 、

3ib 分别表示数对 00、01 (10)、11 在矩阵 0( , )iX X 中

出现的频次，其中1
2

n
i

 
  

≤ ≤ ，则称矩阵 ( )nO xB 为

轨道 ( )nO x 的数对分布矩阵 
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对 于 向 量 0 1 1 2( , , , ) n
nx x x  x   ， 定 义

0 1 1 2( 1, 1, , 1) n
nx x x     x   为 x的补向量，易

知 ( )nO x 的数对分布矩阵为 ( ) 3 2 1( , , )
n

O xB b b b [23]。

另外，如果 T 是若干轨道的并集，则 

 ( )
( )

n

n 

 T O x
O x T

B B   

由引理 1 可知， 7
2 上共有 20 个轨道，其中长轨

道 18 个。对这些轨道中的向量按字典序从小到大排

列，令每个轨道中的最小向量为其轨道代表元，可得

轨道代表元及其数对分布矩阵如表 1 所示。 

接下来，本文将根据轨道的数对分布矩阵，对
7
2 上的旋转对称 2−弹性函数进行具体构造。 

2  7
2 上旋转对称 2−弹性函数的构造 

函数 ( ) nf x  可由其支撑集唯一表示，即支撑

集不同，其对应的布尔函数也不同[1]。n 元布尔函

数
1

0 0 1 1
0

( , , , )
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n i n
i

f x x x x

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弹 性 函 数 , 其 中  
0 2 wt( )n

f  x x 为奇数1 ，

 
0 01 2 2\ wt( )n n

f f   x x 为偶数 1 1 。通过改变

0 ( )f x 的支撑集，可以定义一个新的旋转对称布尔

函数 ( )g x ，令 

 0

0

( ) 1,
( )

( ),

f
g

f

   

x x T
x

x x T
 (2) 

则
0 2 1\g f T T1 1 ，其中， 1 2 2

n T T T  ， 1T 和 2T

分别是
0f

1 和
0 1f 1 中若干轨道的并集[24-25]。这种通过

改变布尔函数的支撑集构造新函数的方法被称为

交换方法。 

研究 2
n 上旋转对称函数 ( )g x 的构造等价于

研究 T 的选择， 1 2T T T 的选择不同，则式(2)

定义的函数 ( )g x 也不同。本文可以通过选择合适

的 T，使 ( )g x 具有良好的密码学性质。下面将在

文献[24]的基础上进一步研究旋转对称 2−弹性函

数的具体构造。 

引理 2[24] 当且仅当 

 

3 3 3

3 3 3

( )
( )

3 3 3

3
2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

f n

n f

n n n

n n n

n n n
n

  

  



  
   

 
 
    
  
 

 O x
O x

B B
  1

1

 

时， ( ) nf x  是旋转对称 2−弹性函数。 

引理 3[24]  假设正整数 5n≥ ，向量 x  

0 1 1 2( , , , ) n
nx x x    ，当且仅当 1T 和 2T 的数对分布矩

阵满足
1 2
T TB B ，式(2)定义的函数 ( )g x 是 n 元旋转

对称 2−弹性函数。 
由引理 2 可知，设 ( )g x 是旋转对称布尔函数，

当且仅当 

 1 20

1 1 2 10

3 3 3

3 3 3

\

3 3 3

\

2 2 2

2 2 2

2 2 2

f

g f

n n n

n n n

n n n

 

  

  

  

 
 
     
  
 

 

T T

T T

B B B

B B B

  1 1

1 1

g   

时， ( )g x 是旋转对称 2−弹性函数，即
1 2
T TB B ，

其中，
01 fT 1 和

02 1f T 1 都是若干轨道的并集。

故当且仅当集合 1T 和 2T 的数对分布矩阵满足

1 2
T TB B 时， ( )f x 是 n 元旋转对称 2−弹性函数。 

当 n 为奇素数时， 2
n 中只有长轨道、 n0 和 n1 ，

并且 ng 一定是 4 的倍数。如果 ( )g x 是旋转对称 2−

弹性函数，则根据平衡性可知， 1T 和 2T 中的轨道个 
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数一定相等，并且轨道个数一定为偶数[24]。不妨设

0 1 3f T T1 ，
0 1 2 4f  T T1 ，其中， 1T 和 2T 中轨道

个数为 t， 3T 和 4T 中轨道个数为
2

ng
t ，t 和

2
ng

t 都

是 偶 数 [24] 。 当 改 变 函 数 0f 在 1 2T = T T 或

3 4T = T T 上的函数值时，都可以得到支撑集分别

为 2 3T T 和 1 4T T 的 2 个函数。为避免构造的函数

重 复 ， 令   2 min ( ) ( ) , ( )n n nt | | O x O x T O x  

2( ) \n
n O x T ，即 2

4
ng

t≤ ≤ 。 

关于 n 元旋转对称 2−弹性函数的构造，本文先

考虑 n为较小的素数，显然，当 3n  或 5 时，轨道

个数较少，集合 T 的可选方案也较简单。本文令

7n  ， 2t  或 4，根据 T 的可选方案具体构造了全

部的旋转对称 2−弹性函数。 

定理 1  在 7
2 上，有且仅有 280 个非线性旋转

对称 2−弹性函数。 

证明  在 7
2 上，通过选取所有满足

1 2
T TB B 的

集合 1 2T T T 的方法构造非线性旋转对称 2−弹性

函数 ( )g x ，其中
01 fT 1 ，

02 1f  1 。 

1) 当 2t  时，| | 16T 或 28，其中 | | 28T 不

存在。 | 16| T 时有 7 种方案，构造的非线性旋转

对称 2−弹性函数有 2 7 个。集合 1T 和 2T 的选择方

案如表 2 所示。 

表 1 7
2 上轨道代表元及其数对分布矩阵 

序号 旋转对称轨道代表元 数对分布矩阵 

 

序号 旋转对称轨道代表元 数对分布矩阵 

 

1 (0000000)  
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 11 (1111000)  

2 1 3

1 2 2

0 3 1

 
 
 
 
 

 

2 (1000000)  

5 1 0

5 1 0

5 1 0

 
 
 
 
 

 12 (1101100)  

1 2 2

0 3 1

2 1 3

 
 
 
 
 

 

3 (1100000)  

4 1 1

3 2 0

3 2 0

 
 
 
 
 

 13 (1101010)  

0 3 1

2 1 3

1 2 2

 
 
 
 
 

 

4 (1001000)  

3 2 0

3 2 0

4 1 1

 
 
 
 
 

 14 (1110100)  

1 2 2

1 2 2

1 2 2

 
 
 
 
 

 

5 (1010000)  

3 2 0

4 1 1

3 2 0

 
 
 
 
 

 15 (1110010)  

1 2 2

1 2 2

1 2 2

 
 
 
 
 

 

6 (1110000)  

3 1 2

2 2 1

1 3 0

 
 
 
 
 

 16 (1111100)  

1 1 4

0 2 3

0 2 3

 
 
 
 
 

 

7 (1100100)  

2 2 1

1 3 0

3 1 2

 
 
 
 
 

 17 (1110110)  

0 2 3

0 2 3

1 1 4

 
 
 
 
 

 

8 (1010100)  

1 3 0

3 1 2

2 2 1

 
 
 
 
 

 18 (1111010)  

0 2 3

1 1 4

0 2 3

 
 
 
 
 

 

9 (1101000)  

2 2 1

2 2 1

2 2 1

 
 
 
 
 

 19 (1111110)  

0 1 5

0 1 5

0 1 5

 
 
 
 
 

 

10 (1011000)  

2 2 1

2 2 1

2 2 1

 
 
 
 
 

 20 (1111111)  

0 0 1

0 0 1

0 0 1

 
 
 
 
 
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表 2 T 16 时集合T1 和T2 的选择方案 

序号 1T  2T  

1 (6)(20) (1)(11) 

2 (8)(20) (1)(13) 

3 (7)(20) (1)(12) 

4 (9)(20) (1)(14) 

5 (9)(20) (1)(15) 

6 (10)(20) (1)(14) 

7 (10)(20) (1)(15) 

 
2) 当 4t  时， 44T 或 56，其中 44T 不

存在。 56T 时有 133 种方案，构造的非线性旋转

对称 2−弹性函数有 2 133 个。集合 1T 和 2T 的选择

方案如表 3 所示。 

所以，在 7
2 上有且仅有 2 140 个非线性旋转

对称 2−弹性函数。证毕。 

根据式(1)和集合 T 的选择可知 

 

7
2

0 0

7
2

0 0

7
2

( )

( ) ( )

\

( ) ( )

( ) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) 2 ( 1)

g
g

f f

f f

W 



 



 



  

   

  



 

 

x wx

x

x wx x wx

x Tx T

x wx x wx

x Tx

w






  

其中， 16T 或 56。 

1) 当 7w 1 时， 0 ( )7

T

( ) 2 2 ( 1) f
gW 



    x wx

x
w  

72 2 T 。 

2) 当 7w 1 时， 0 ( )( ) 2 ( 1) 2f
gW 



  x wx

x T
w T≤ 。 

根据文献[10]可知，7 元旋转对称 2−弹性函数

的非线性度不超过 56。若 72 2 2 T T≥ ，则

32T ≤ ，所以，关于所构造函数的非线性度有 2 种

情况。 
1) 当 16T 时，所构造的旋转对称 2−弹性函

数都在 7w 1 处取得最大 Walsh 值，即 

 
2

6 1
( ) 2 max ( ) 16

2 n gNL g W


  
w

w


  

2) 当 56T 时，存在非线性度为 56 的函

数。在表 3 中，通过计算机程序搜索，根据序号

为 9、10、13、16、18、19、24、27、30、31、

45、46、49、50、55、56、58、59、63、66、69、

70、79、82、83、86、89、90、100、101、103、

104、107、108、124、125 的 T 的选择方案所构

造的 2 36 个旋转对称 2−弹性函数是非线性度

56 的最优函数。 

推论 1  当 k 为奇数时， 7
2

k 上的非线性旋转对

称 2−弹性函数至少有 280 个。 
证明  由引理 3 可知，当且仅当

1 2
T TB B 时，

支撑集为
0 2 1\g f T T1 1 的旋转对称函数 ( )g x 是

2−弹性的，即矩阵 1T 的任意两列中数对 00、01(10)、

11 出现的频次与矩阵 2T 中相同位置的两列中数对

出现的频次相等。 

不妨设 1 7
1

( )
t

i
i

T O α ， 2 7
1

( )
t

j
j

T O β ，其中

7
2,i j   ， ,i j 为正整数， 2t  或 4。当 7n k 且

k 为奇数时， 2
n

k i 1  和 2
n

k j 1  分别满足

wt( )k i1  为奇数，wt( )k j1  为偶数。进一步地，

令
01 7

1

( )
t

k k i f
i

   T O α 1 1 ， 2 7
1

( )
t

k k i
j

   T O β 1  

0 1f 1 ，这里 0 7kf  ，则根据
1 2
T TB B 可知，矩阵 '

1T

的任意两列中数对 00、01(10)、11 出现的频次与矩

阵 2T 中相同位置的两列中数对出现的频次相等，即

1 2 T TB B 。所以，如果有 1 2T T T 使 7 元旋转对

称 2−弹性函数存在，那么就有 1 2  T T T 使 7k 元

的旋转对称 2−弹性函数存在，也就是说 7
2

k 上至少

存在 280 个非线性旋转对称 2−弹性函数。证毕。 

3  结束语 

旋转对称布尔函数因其特殊的结构和性质而

受到广泛关注，关于旋转对称弹性函数的研究也越

来越多。旋转对称 1−弹性函数的构造与计数已基本

被解决，但是关于旋转对称 2−弹性函数还有许多开

放性的问题。本文基于数对分布矩阵的性质，通过

修改线性函数 0 1 1 0 1 1( , , , )n nf x x x x x x     
的支撑集，彻底解决了 7

2 上旋转对称 2−弹性函数

的构造问题。当 n 是大于 7 的奇数时，如果旋转对

称轨道 ( )nO x 满足wt( )x 为奇数，那么轨道 ( )nO x 满

足 wt( )x 是偶数，并且轨道 ( )nO x 与轨道 ( )nO x 的数

对分布矩阵之间存在特殊的数量关系。下一步，笔

者将从向量互补的旋转对称轨道着手，选取满足

1 2
B BT T 的 1T 和 2T ，构造一类奇数变元的旋转对称

2−弹性函数。更一般的构造也是笔者未来会一直关

注的问题。
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表 3 T 56 时T1 和T2 的选择方案 

序号 T1 T2  序号 T1 T2  序号 T1 T2 

1 (6)(16)(17)(18) (11)(14)(15)(198) 46 (7)(8)(9)(16) (5)(12)(14)(15) 91 (7)(8)(9)(17) (4)(12)(13)(14) 

2 (7)(6)17)(18) (12)(14)(15)(19) 47 (7)(8)(10)(16) (3)(12)(13)(14) 92 (7)(8)(9)(17) (4)(12)(13)(15) 

3 (8)(16)(17)(18) (13)(14)(15)19) 48 (7)(8)(10)(16) (3)(12)(13)(15) 93 (7)(8)(10)(17) (4)(12)(13)(14) 

4 (9)(16)(17)(18) (11)(12)(13)(19) 49 (7)(8)(10)(16) (4)(11)(12)(13) 94 (7)(8)(10)(17) (4)(12)(13)(15) 

5 (10)(16)(17)(18) (11)(12)(13)(19) 50 (7)(8)(10)(16) (5)(12)(14)(15) 95 (7)(9)(10)(17) (4)(12)(14)(15) 

6 (2)(6)(6)(I7) (3)(4)(11)(9) 51 (7)(9)(10)(16) (3)(12)(14)(15) 96 (8)(9)(10)(17) (4)(13)(14)(15) 

7 (2)(7)(16)(17) (3)(4)(12)(19) 52 (7)(9)(10)(16) (4)(11)(12)(14) 97 (8)(9)(10)(17) (5)(12)(13)(14) 

8 (2)(8)(16)(17) (3)(4)(13)(19) 53 (7)(9)(10)(16) (4)(11)(12)(15) 98 (8)(9)(10)(17) (5)(12)(13)(15) 

9 (2)(8)(16)(17) (4)(5)(14)(19) 54 (8)(9)(10)(16) (3)(13)(14)(15) 99 (6)(7)(8)(18) (3)(13)(14)(15) 

10 (2)(8)(16)(17) (4)(5)(15)(19) 55 (8)(9)(10)(16) (4)(11)(13)(14) 100 (6)(7)(8)(18) (4)(11)(13)(14) 

11 (2)(9)(16)(17) (3)(4)(14)(19) 56 (8)(9)(10)(16) (4)(11)(13)(15) 101 (6)(7)(8)(18) (4)(11)(13)(15) 

12 (2)(9)(16)(17) (3)(4)(15)19) 57 (8)(9)(10)(16) (5)(11)(12)(13) 102 (6)(7)(8)(18) (5)(11)(12)(13) 

13 (2)(9)(16)(17) (3)(5)(12)(19) 58 (2)(6)(17)(18) (3)(5)(14)(19) 103 (6)(7)(9)(18) (3)(11)(12)(13) 

14 (2)(10)(16)(17) (3)(4)(14)(19) 59 (2)(6)(17)(18) (3)(5)(15)(19) 104 (6)(7)(9)(18) (4)(11)(14)(15) 

15 (2)(10)(16)(17) (3)(4)(15)19) 60 (2)(6)(17)(18) (4)(5)(11)(19) 105 (6)(7)(9)(18) (5)(11)(12)(14) 

16 (2)(10)(16)(17) (3)(5)(12)(19) 61 (2)(7)(17)(18) (4)(5)(12)(19) 106 (6)(7)(9)(18) (5)(11)(12)(15) 

17 (2)(6)(16)(18) (3)(5)(11)(19) 62 (2)(8)(17)(18) (4)(5)(13)(19) 107 (6)(7)(10)(18) (3)(11)(12)(13) 

18 (2)(7)(16)(18) (3)(4)(14)19) 63 (2)(9)(17)(18) (3)(4)(13)(19) 108 (6)(7)(10)(18) (4)(11)(14)(15) 

19 (2)(7)(16)(18) (3)(4)(15)(19) 64 (2)(9)(17)(18) (4)(5)(14)(19) 109 (6)(7)(10)(18) (5)(11)(12)(14) 

20 (2)(7)(16)(18) (3)(5)(12)(19) 65 (2)(9)(17)(18) (4)(5)(15)(19) 110 (6)(7)(10)(18) (5)(11)(12)(15) 

21 (2)(8)(16)(18) (3)(5)(13)(19) 66 (2)10)(17)(18) (3)(4)(13)(19) 111 (6)(8)(9)(18) (5)(11)(13)(14) 

22 (2)(9)(16)(18) (3)(5)(14)(19) 67 (2)(10)(17)(18) (4)(5)(14)(19) 112 (6)(8)(9)(18) (5)(11)(13)(15) 

23 (2)(9)(16)(18) (3)(5)(15)(19) 68 (2)(10)(17)(18) (4)(5)(15)(19) 113 (6)(8)(10)(18) (5)(11)(13)(14) 

24 (2)(9)(16)(18) (4)(5)(11)(19) 69 (6)(7)(8)(17) (3)(12)(13)(14) 114 (6)(8)(10)(18) (5)(11)(13)(15) 

25 (2)(10)(16)(18) (3)(5)(14)(19) 70 (6)(7)(8)(17) (3)(12)(13)(15) 115 (6)(8)(10)(18) (3)(11)(13)(14) 

26 (2)(10)(16)(18) (3)(5)(15)(19) 71 (6)(7)(8)(17) (4)(11)(12)(13) 116 (6)(9)(10)(18) (3)(11)(13)(15) 

27 (2)(10)(16)(18) (4)(5)(11)(19) 72 (6)(7)(8)(17) (5)(12)(14)(15) 117 (6)(9)(10)(18) (5)(11)(14)(15) 

28 (6)(7)(8)(16) (3)(11)(12)(13) 73 (6)(7)(9)(17) (3)(12)(14)(15) 118 (7)(8)(9)(18) (4)(13)(14)(15) 

29 (6)(7)(8)(16) (4)(11)(14)(15) 74 (6)(7)(9)(17) (4)(11)(12)(14) 119 (7)(8)(9)(18) (5)(12)(13)(14) 

30 (6)(7)(8)(6) (5)(11)(12)(14) 75 (6)(7)(9)(17) (4)(11)(12)(15) 120 (7)(8)(9)(18) (5)(12)(13)(15) 

31 (6)(7)(8)(16) (5)(11)(12)(15) 76 (6)(7)(10)(17) (3)(12)(14)(15) 121 (7)(8)(10)(18) (4)(13)(14)(15) 

32 (6)(7)(9)(16) (3)(11)(12)(14) 77 (6)(7)(10)(17) (4)(11)(12)(14) 122 (7)(8)(10)(18) (5)(12)(13)(14) 

33 (6)(7)(9)(6) (3)(11)(12)(15) 78 (6)(7)(10)(17) (4)(11)(12)(15) 123 (7)(8)(10)(18) (5)(12)(13)(15) 

34 (6)(7)(10)(16) (3)(11)(12)(14) 79 (6)(8)(9)(17) (3)(13)(14)(15) 124 (7)(8)(10)(18) (3)(12)(13)(14) 

35 (6)(7)(10)(16) (3)(11)(12)(15) 80 (6)(8)(9)(17) (4)(11)(13)(14) 125 (7)(9)(10)(18) (3)(12)(13)(15) 

36 (6)(8)(9)(16) (3)(11)(13)(14) 81 (6)(8)(9)(17) (4)(11)(13)(15) 126 (7)(9)(10)(18) (4)(11)(12)(13) 

37 (6)(8)(9)(16) (3)(11)(13)(15) 82 (6)(8)(9)(17) (5)(11)(12)(13) 127 (7)(9)(10)(18) (5)(12)(14)(15) 

38 (6)(8)(9)(16) (5)(11)(14)(15) 83 (6)(8)(10)(17) (3)(13)(14)(15) 128 (8)(9)(10)(18) (5)(13)(14)(15) 

39 (6)(8)(10)(6) (3)(11)(13)(14) 84 (6)(8)(10)(17) (4)(11)(13)(14) 129 (2)(6)(7)(8) (3)(4)(5)(14) 

40 (6)(8)(10)(16) (3)(11)(13)(15) 85 (6)(8)(10)(17) (4)(11)(13)(15) 130 (2)(6)(7)(8) (3)(4)(5)(15) 

41 (6)(8)10)(16) (5)(11)(14)(15) 86 (6)(8)(10)(17) (5)(11)(12)(13) 131 (2)(6)(9)(10) (3)(4)(5)(11) 

42 (6)(9)(10)(6) (3)(11)(14)(15) 87 (6)(9)(10)(17) (3)(11)(12)(13) 132 (2)(7)(9)(10) (3)(4)(5)(12) 

43 (7)(8)(9)(16) (3)(12)(13)(l4) 88 (6)(8)(10)(17) (4)(11)(14)(15) 133 (2)(8)(9)(10) (3)(4)(5)(13) 

44 (7)(8)(9)(16) (3)(12)(13)(15) 89 (6)(9)(10)(17) (5)(11)(12)(14)    

45 (7)(8)(9)(16) (4)(11)(12)(13) 90 (6)(9)(10)(17) (5)(11)(12)(15)    
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