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求解时变非线性优化的平滑预设时间零化神经网络及其应用
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摘要：现有预设时间零化神经网络在求解时变非线性优化问题时，其计算误差对时间的导数在预设时刻不连续，

实际应用中易导致执行器抖动。为此，提出平滑预设时间零化神经网络，实现误差轨迹在预设时刻导数连续。

进一步提出全程平滑预设时间零化神经网络，确保误差轨迹在初始时刻的平滑性，实现全域平滑过渡。理论分

析两种网络计算误差的预设时间收敛性与平滑性，并讨论平滑增益对网络收敛性能的影响。针对存在初始误差

的冗余机械臂重复运动规划问题，提出一种平滑重复运动规划方案，并采用所提平滑预设时间零化神经网络求

解。该计算方案在实现机械臂末端位置误差预设时间收敛的同时，保证机械臂的平稳运行。时变非线性优化与

冗余机械臂的仿真结果验证所提网络与重复运动规划计算方案的有效性。
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Abstract: In existing prescribed-time zeroing neural networks, the derivative of the computational error with respect to 

time was found to be discontinuous at the prescribed time when solving time-varying nonlinear optimization problems, 

which could easily lead to actuator chattering in practical applications. Therefore, a smooth prescribed-time zeroing neu‐

ral network was proposed, which ensured that the derivative of the error trajectory remained continuous at the prescribed 

time. Furthermore, a whole-process smooth prescribed-time zeroing neural network was proposed, which ensured the 

smoothness of the error trajectory at the initial time and thereby achieved a smooth transition over the entire time do‐

main. Theoretical analysis was conducted on the prescribed-time convergence and smoothness of the computational error 

for the two proposed networks, and the impact of the smoothing gain on the networks’ convergence performance was 

discussed. For the repetitive motion planning problem of a redundant manipulator with initial error, a smooth repetitive 

motion planning scheme was proposed and solved using the proposed smooth prescribed-time zeroing neural network. 

The smooth operation of the manipulator was ensured by this computational scheme, and convergence of the end-effector 

position error was achieved. Simulation results of time-varying nonlinear optimization and the redundant manipulator 

validate the effectiveness of the proposed networks and repetitive motion planning computational scheme.
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0　引言

零化神经网络（zeroing neural network, ZNN）

起源于Hopfield神经网络，其凭借并行计算与分布

式存储等特点，被广泛应用于求解各类时变问题，

如矩阵逆运算[1]、矩阵方程[2]以及非线性优化[3]。

由于该网络利用了时间导数信息，理论上可实现时

变计算问题的精确求解。收敛性能是评价ZNN模

型的重要标准，而激活函数（activation function, 

AF）是决定该性能的核心要素。Zhang等[4]首先提

出了采用线性激活函数的ZNN，实现了系统误差

的全局指数收敛。为提升收敛速度，具备有限时间

收敛性质的激活函数被提出[5]。此类激活函数可确

保误差在有限时间内收敛至零，但收敛时间依赖于

系统初始状态，这给神经网络求解过程带来不确定

因素。为克服这一问题，固定时间稳定系统[6]和预

定义时间稳定系统[7]被提出，前者将系统误差的收

敛时间限制在与初始状态无关的上界内，后者则可

依据需求直接设定收敛时间上界。然而，上述有限

时间、固定时间及预定义时间稳定系统均无法实现

对收敛时刻的精确设计。

预设时间稳定性理论[8]作为一项开创性工作，

因其实现了系统状态在指定时刻精确收敛至平衡点

而备受关注。基于该理论，现有预设时间稳定系统

的设计思路可总结为三类：第一类基于时间缩放，

通过时间尺度变换，将原系统有限时间区间上的预

设时间稳定性问题转化为无限时间区间上的经典稳

定性问题。Shakouri等[9]据此提出一种统一的设计

框架，实现了输入和状态约束下未知非线性系统的

预设时间稳定。第二类基于状态缩放，利用状态缩

放函数在预设时刻的无限增益特性实现收敛。

Zhang等[10]提出一种基于可调参数缩放二次型李雅

普诺夫函数的自适应预设时间稳定方法，在实现预

设时间稳定的同时，所需增益更小、能耗更低。第

三类基于时间-空间缩放，通过对时间和状态同时

进行尺度变换，将预设时间稳定问题转化为可在有

限/固定时间框架下分析的形式，并有效避免预设

时刻增益趋于无穷的问题。Orlov等[11]通过比例时

空缩放，提出一种自主预设时间稳定策略，将固定

时间稳定方法重构为具有常数增益的输出反馈形

式。此外，非缩放类方法[12-13]也为预设时间稳定系

统的设计提供了重要思路。受上述研究的启发，预

设时间稳定性理论被引入零化神经网络研究，通过

设计满足特定条件的激活函数，构造出一系列具有

预设时间收敛性质的ZNN模型，并成功应用于多

机器人位置规划[14]及时变复Sylvester方程求解[15]。

尽管现有预设时间ZNN在收敛性能与鲁棒性能上

取得了显著进展，但系统状态轨迹的平滑性问题尚

未得到重视。状态轨迹非平滑易在工程中引发机械

振动，不仅加剧执行器磨损、降低控制精度，还可

能引发结构共振，影响系统的安全稳定运行。因

此，研究兼具预设时间收敛与轨迹平滑特性的

ZNN模型具有重要的理论意义与工程价值。

冗余机械臂的自由度数目大于完成特定任务所

需最小自由度。其重复运动规划需在速度层实时优

化关节角速度以跟踪时变末端轨迹，本质上可归纳

为时变优化问题。冗余特性使机械臂在完成既定轨

迹的同时兼顾障碍物避让与奇异位姿的规避[16]，

但在闭合路径跟踪任务中易因多组关节角对应同一

末端位置而出现关节角漂移，进而可能导致关节损

坏甚至构成安全隐患。为此，可将冗余机械臂的重

复运动规划重构为二次规划优化问题，将任务需求

转化为优化指标与约束条件[17]。由于零化神经网

络求解时变问题的高效性，基于ZNN的方法被广

泛应用于机械臂运动规划[18-19]。现有方法大多未考

虑初始位置偏差，往往假定机械臂末端执行器的初

始位置与期望轨迹起始点重合。然而，实际工程中

初始位置偏差难以避免。虽然Sun等[20]在考虑初始

位置偏差的情况下提升了模型性能，但末端执行器

位置误差的收敛性这一重要指标尚未得到充分

关注[21-22]。

针对以上问题，本文提出了两种兼顾预设时间

收敛与轨迹平滑性的ZNN模型，分别实现了预设

时刻的平滑收敛和初始时刻到预设时刻的平滑过

渡，显著提升了 ZNN 在实际工程中的应用价值。

此外，本文针对初始位置偏差下的冗余机械臂重复

运动规划问题，通过在运动学约束中引入约束修正

函数，提出一种平滑重复运动规划计算方案。本文

主要贡献如下。

1）针对现有预设时间ZNN在预设时刻收敛不

平滑的问题，设计一种平滑预设时间激活函数，构
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建 平 滑 预 设 时 间 ZNN （smooth prescribed-time 

ZNN, SPTZNN）模型。理论分析 SPTZNN模型的

预设时间收敛性与轨迹平滑性，并讨论激活函数增

益对平滑收敛特性的影响。

2）为实现计算误差轨迹在初始时刻与预设时

刻的双端平滑，进一步提出一种全程平滑预设时间

激活函数，构建全程平滑预设时间 ZNN（whole-

process smooth prescribed-time ZNN, WP-SPTZNN）

模型。理论分析WP-SPTZNN模型的预设时间收敛

性与轨迹平滑性，说明激活函数增益对全程平滑收

敛特性的影响，并证明有界噪声下该模型仍能保证

误差在预设时刻的平滑收敛。

3）针对带初始位置偏差的冗余机械臂重复运

动规划问题，考虑末端执行器位置误差的收敛性，

提出一种平滑重复运动规划方案，采用 WP-

SPTZNN作为求解器。在存在初始位置偏差的情况

下，实现末端执行器位置误差在预设时间处的平滑

收敛，确保机械臂的稳定运行。

1　问题描述

考虑时变非线性优化（time-varying nonlinear 

optimization, TVNO）问题：

ì
í
î

ïï

ïïïï

min
x ( )t

 f ( )x ( )t ,t

s.t. h ( )x ( )t ,t = 0
(1)

其中，x (t ) ∈ Rn为待求解的未知向量，f ( x (t ) ,t ):

Rn × R → R为非线性目标函数，h ( x (t ) ,t ):

Rn × R
→ Rm 为非线性约束函数。假设 f ( x (t ) ,t )和

h ( x (t ) ,t )连续可微，且TVNO问题(1)为凸优化问

题。根据最优化理论，该问题存在唯一解。为找到

满足TVNO的理论解x*(t )，采用拉格朗日乘子法，

构造TVNO问题的拉格朗日函数L ( x (t ) ,λ (t ) ,t )
= f ( x (t ) ,t ) + λT(t )h ( x (t ) ,t )，其中 λ (t ) ∈ Rm

为拉格朗日乘子向量，上标T代表矩阵的转置。最

优解x (t )和拉格朗日乘子向量λ (t )必须满足如下最

优性条件：
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∂L ( )x ( )t ,λ ( )t ,t

∂x ( )t = 0

∂L ( )x ( )t ,λ ( )t ,t

∂λ ( )t = h ( )x ( )t ,t = 0

(2)

式(2)可以重新表述为如下矩阵方程：

G ( x (t ) ,λ (t ) ,t )

   =

é
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ê
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ú∂f ( )x ( )t ,t

∂x ( )t + ( )∂h ( )x ( )t ,t

∂x ( )t
T

λ ( )t

h ( )x ( )t ,t

= 0
(3)

至此，时变非线性优化问题(1)便转化为时变

矩阵方程(3)。零化神经网络通过设计误差动态方

程，使误差向量各分量收敛至零，进而实现对时变

矩阵方程的求解。为求解式 (3)，定义误差函数

E (t ) = G ( y (t ) ,t )，其中 y (t ) = [ x (t )T
,λ (t )T ]T

。常

规ZNN模型的误差动态方程为：

Ė (t ) = -ε ⋅ Φ (E (t ) ) (4)

其中，ε > 0为可调参数，用于调整ZNN模型的收

敛速度，Φ (E (t ) ):Rm + n → Rm + n 为激活函数。将

误差函数E (t )代入式(4)，可以得到求解时变非线

性优化问题(1)的ZNN模型：

H ( y (t ) ,t ) ẏ (t ) + K ( y (t ) ,t ) = -εΦ (G ( y (t ) ,t ) )(5)

其中，H ( y (t ) ,t ) =
∂G ( )y ( )t ,t

∂y ( )t ，K ( y (t ) ,t )

=
∂G ( )y ( )t ,t

∂t 。

激活函数的选取影响 ZNN 模型的收敛性能，

常用的典型预设时间激活函数形式如下。

1) 预设时间激活函数 I（prescribed-time AF-I, 

PTAFI）[23]：

ϕ ( x) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x
Tp - t

, t ∈ )[0,Tp

x, t ∈ )[Tp,+∞

(6)

2) 预设时间激活函数 II（prescribed-time AF-II, 

PTAFII）[24]：

ϕ ( x) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

exp ( )x - 1

( )Tp - t exp ( )x
, t ∈ )[0,Tp

x, t ∈ )[Tp,+∞

(7)

3) 预设时间激活函数 III（prescribed-time AF-

III, PTAFIII）[25]：

··3
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ϕ ( x) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x
Tp - t

, t ∈ )[0,Tp

x + || x
p
sgn ( )x + ξsgn ( )x , t ∈ )[Tp,+∞

(8)

其中，Tp 为预先设定的收敛时间，ξ为可调参数，

sgn ( ⋅ )表示符号函数。PTAFI为基础形式，可实

现神经网络的计算误差在与系统初始状态无关的预

设时间处收敛到零。PTAFII引入指数函数以压缩

输入动态范围，降低网络对扰动的敏感度。与

PTAFI相比，PTAFIII在 t ∈ )[Tp,+∞ 段引入幂次项

和符号项，进一步增强网络的噪声抑制能力。

上述激活函数均能实现神经网络的计算误差在

预设时间处收敛至零。然而，误差导数在预设时间

处不连续，导致误差收敛曲线不平滑，进而可能在

硬件实现时引发抖动，影响系统运行的平稳性。

2　平滑预设时间ZNN

为实现计算误差在预设时间处的平滑收敛，本

节设计两种平滑预设时间激活函数，构建相应的

SPTZNN 与 WP-SPTZNN 模型以求解 TVNO 问题。

理论证明两种模型计算误差的预设时间收敛性与轨

迹平滑性，并探讨平滑增益对平滑性的影响；在此

基础上，进一步对 WP-SPTZNN 模型进行鲁棒性

分析。

2.1　平滑预设时间ZNN模型

为实现TVNO问题的预设时间求解，并避免实

际应用时因加速度突变引发执行器抖振，本小节提

出平滑预设时间ZNN模型，通过保证误差轨迹在

预设时刻的二阶可导，将光滑性提升到加速度层

面，并对模型的性能进行理论分析。

提出以下平滑预设时间激活函数：

ϕ1( x) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

kx
Tp - t

, t ∈ )[0,Tp

F ( )x , t ∈ )[Tp,+∞

(9)

其中，k > 2为平滑增益，F ( x)为单调递增的奇函

数，可以根据ZNN模型所需性能进行调整。将式

(9)代入ZNN模型(5)中，得到一种具有平滑预设时

间收敛特性的SPTZNN模型：

ẏ (t ) =

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

( )I - H ( )y ( )t ,t ẏ ( )t

 -K ( )y ( )t ,t - ε
kE ( )t
Tp - t

,
t ∈ )[0,Tp

( )I - H ( )y ( )t ,t ẏ ( )t
 -K ( )y ( )t ,t - εF ( )E ( )t ,

t ∈ )[Tp,+∞

(10)

其中，I ∈ R( )m + n × ( )m + n 为单位矩阵。

定理 1  采用SPTZNN模型(10)求解时变非线

性优化问题 (1)，对于 k > 2 及有限初值 E (0)，
SPTZNN模型(10)的计算误差可在预设时间Tp处收

敛于0，且误差轨迹在区间(0,+∞)上至少具有C2连

续性。

证明  构造李雅普诺夫函数 Vi(t ) =
1
2

e2
i (t )，

其关于时间的导数 V̇i(t )可以计算为：

V̇i(t ) = ei(t ) ėi(t ) = -εei(t )ϕ1(ei(t ) ) (11)

由于 ϕ1(ei(t ) ) 是单调递增的奇函数，因此

SPTZNN模型(10)是全局渐近收敛的。考虑到预设

时间激活函数的分段特性，下面按不同时间区间分

别进行讨论。

② 当 t ∈ )[0,Tp 时，将式(9)代入式(11)中可得：

V̇i(t ) = -ε
k

Tp - t
e2

i (t ) = -2ε
k

Tp - t
Vi(t ) (12)

对式(12)积分可得：

Vi(t ) = Vi(0) ( Tp - t

Tp ) 2εk

(13)

因此，当 t → Tp时，Vi(t ) → 0，即ei(t ) → 0。

② 当 t ∈ )[Tp,+∞ 时，V̇i(t ) = -εei(t )F (ei(t ) )
≤ 0。由于 Vi(Tp ) = 0，此时 ei(t ) = 0。因此，

SPTZNN模型(10)的计算误差能实现预设时间收敛。

将误差动态中的可调参数设置为 ε = 1，并将

Vi(t ) = e2
i ( )t 2代入式(13)，可得SPTZNN模型(10)

的计算误差表达式如下：

ei(t ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ei( )0 ( )Tp - t

Tp

k

, t ∈ )[0,Tp

0, t ∈ )[Tp,+∞

(14)

当 k > 2时，对式(14)分别求一阶与二阶导数

可得：

··4
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ėi(t ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-
kei( )0

Tp ( )Tp - t

Tp

k - 1

, t ∈ )[0,Tp

0, t ∈ )[Tp,+∞

(15)

ëi(t ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

k ( )k - 1 ei( )0

T 2
p ( )Tp - t

Tp

k - 2

, t ∈ )[0,Tp

0, t ∈ )[Tp,+∞

(16)

由上可知，误差在 t = Tp 处满足 ėi(Tp ) =

ëi(Tp ) = 0，这说明SPTZNN模型(10)的计算误差能

在 t = Tp 处平滑收敛。同时，误差在 t = 0 处的一

阶、二阶导数均不为 0，因此误差轨迹在 t ∈ (0,+

∞)上二阶连续可导，即具有 C2 连续性。当 k = 1

时，平滑预设时间激活函数退化为 PTAFI，经计

算，此时误差在 t = Tp处无法平滑收敛。综上，k >

2是保证 SPTZNN模型(10)的计算误差能在预设时

间处满足二阶可导的必要条件。特别地，随着 k的

增大，误差轨迹的光滑性阶数随之提高。证毕。

增益 k对计算误差在预设时间处平滑性的影响

如表1所示，其中，Cn表示n阶连续可导，é ùk 表示

不小于实数k的最小整数。

2.2　全程平滑预设时间ZNN模型

在工程实际中，若执行器速度在初始时刻发生

突变，可能引发关节冲击造成机械磨损。为满

足初始与预设时刻双端平滑过渡的需求，本小节进

一步提出全程平滑预设时间激活函数：

ϕ2( x) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

μt2

( )Tp - t ( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

x t ∈ )[0,Tp

F ( )x , t ∈ )[Tp,+∞

(17)

其中，μ > 20为平滑增益。将式(17)代入ZNN模型

(5)中，得到一种具有全程平滑预设时间收敛特性

的WP-SPTZNN模型：

ẏ (t ) =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

( )I - H ( )y ( )t ,t ẏ ( )t - K ( )y ( )t ,t

      -ε
μt2 E ( )t

( )Tp - t ( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

, t ∈ )[0,Tp

( )I - H ( )y ( )t ,t ẏ ( )t
      -K ( )y ( )t ,t - εF ( )E ( )t , t ∈ )[Tp,+∞

(18)

定理 2  采用WP-SPTZNN模型(18)求解时变

非线性优化问题(1)，对于μ > 20及有限初值E (0)，
WP-SPTZNN模型(18)的计算误差可在预设时间 Tp

处收敛于 0，且误差轨迹在区间 t ∈ )[0,+∞ 上至少

具有C2连续性。

证明  构造李雅普诺夫函数Vi(t ) =
e2

i ( )t
2

，将

其对时间求导可得：

V̇i(t ) = ei(t ) ėi(t ) = -εei(t )ϕ2(ei(t ) ) (19)

故 WP-SPTZNN 模型(18)是全局渐近收敛的。

下面将分区间讨论WP-SPTZNN模型的收敛性能。

② 当 t ∈ )[0,Tp 时，将式 (17) 代入式 (19) 中

可得：

V̇i(t ) = -2ε
μt2Vi( )t

( )Tp - t ( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

(20)

对式(20)积分可得：

Vi(t ) = Vi(0) ( Tp - t

Tp )
εμ
5 ( T 2

p + 3Tpt + 6t2

T 2
p )

εμ
15

(21)

  表1　 增益k对计算误差在预设时间处平滑性的影响

增益k范围

k ∈ (0,1)
k = 1

k ∈ (1,2)
k = 2

k ∈ (2,+∞)

误差导数

t → T -
p /s

∞

-ei(0) /Tp

0

0

0

t → T +
p /s

0

0

0

0

0

连续性

不连续

不连续

连续

连续

连续

误差二阶导数

t → T -
p /s

/

/

∞

2ei(0) /T 2
p

0

t → T +
p /s

/

/

0

0

0

连续性

/

/

不连续

不连续

连续

误差连续性

C0连续

C0连续

C1连续

C1连续

C⎡k⎤-1连续

··5
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因此，当 t → Tp时，ei(t ) → 0。

② 当 t ∈ )[Tp,+∞ 时， V̇i(t ) = -εei(t )F (ei(t ) )。
与定理 1中的推导过程类似，可得WP-SPTZNN模

型(18)的计算误差能实现预设时间收敛。

将误差动态中的可调参数设置为 ε = 1 并将

Vi(t ) = e2
i ( )t 2代入式(21)，可得WP-SPTZNN模型

(18)的计算误差表达式如下：

ei(t ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ïï
ï
ï

ï

ei( )0 ( )Tp - t

Tp

μ
10 ( )T 2

p + 3Tpt + 6t2

T 2
p

μ
30

t ∈ )[0,Tp

0, t ∈ )[Tp,+∞

(22)

当 μ > 20时，对式(22)分别求一阶与二阶导数

可得：

ėi(t ) =

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

-
μei( )0 t2

T 3
p ( )Tp - t

Tp

μ
10

- 1

 ×( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

T 2
p

μ
30

- 1
t ∈ )[0,Tp

0, t ∈ )[Tp,+∞

(23)

ëi(t ) =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

-

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷t2

T 3
p ( )Tp - t

Tp

μ
10

- 2

g1( )t + 2tg2( )t

   ×
μei( )0

T 3
p

t ∈ )[0,Tp

0, t ∈ )[Tp,+∞

(24)

其中，g1(t ) = ( T 2
p + 3Tpt + 6t2

T 2
p )

μ
30

- 2

×(-μt2 - 2T 2
p

)-6tTp + 18t2 ，g2(t ) = ( T 2
p + 3Tpt + 6t2

T 2
p )

μ
30

- 1

×

( Tp - t

Tp )
μ
10

- 1

。由上可知，误差在 t = Tp处满足

ėi(Tp ) = ëi(Tp ) = 0， 且 在 t = 0 处 满 足 ėi(0) =

ëi(0) = 0。这表明 WP-SPTZNN 模型(18)的计算误

差在 t ∈ )[0,+∞ 上具有C2连续性。因此，μ > 20是

保证该模型计算误差能在预设时间处满足二阶可导

的必要条件。特别地，随着μ的增大，误差轨迹的

光滑性阶数随之提高。证毕。

增益μ对计算误差在预设时间处平滑性的影响

如表 2所示。此外，无论 μ取何正值，在 t = 0处，

计算误差的一阶、二阶导数均为0。

值得注意的是，平滑增益的选取对模型性能具

有重要影响。若增益过小，无法保证误差导数的连

续性，可能引发执行器抖动，不利于硬件实现；若

增益过大，虽能进一步提高误差轨迹的光滑阶数，

但会放大初始误差对系统的影响，此外，过大的增

益可能超出实际工程硬件允许的最大值。因此，平

滑增益应在满足理论阈值（k > 2，μ > 20）的前提

下合理选取，以在保证误差轨迹光滑性的同时兼顾

工程可实现性。

实际工程应用中，外部噪声客观存在，这会影

响网络的收敛精度。因此，鲁棒性能也是评价

ZNN模型的重要指标。当系统中存在噪声时，WP-

SPTZNN模型(18)可以被重新表示为：

  表2　 增益μ对计算误差在预设时间处平滑性的影响

增益μ范围

μ ∈ (0,10)
μ = 10

μ ∈ (10,20)
μ = 20

μ ∈ (20,+∞)

误差导数

t → T -
p /s

∞

-101/3ei(0) /Tp

0

0

0

t → T +
p /s

0

0

0

0

0

连续性

不连续

不连续

连续

连续

连续

误差二阶导数

t → T -
p /s

/

/

∞

2 × 102/3ei(0) /T 2
p

0

t → T +
p /s

/

/

0

0

0

连续性

/

/

不连续

不连续

连续

误差连续性

C0连续

C0连续

C1连续

C1连续

C⎡μ/10⎤-1连续

··6
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ẏ (t ) =

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

( )I - H ( )y ( )t ,t ẏ ( )t

   -ε
μt2 E ( )t

( )Tp - t ( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

   -K ( )y ( )t ,t + N ( )t ,

t ∈ )[0,Tp

( )I - H ( )y ( )t ,t ẏ ( )t - K ( )y ( )t ,t

    -εF ( )E ( )t + N ( )t ,
t ∈ )[Tp,+∞

(25)

其中，N (t )表示外部噪声。为提升WP-SPTZNN模

型(25)对噪声的抑制能力，采用如下具有抗噪能力

的激活函数[26]：F ( x) = γ (1 + β arctan | x | ) ×

(1 + x2 )sgn ( x)，其中 γ = γr + γc，γr 用于抵抗

噪声干扰，γc为剩余增益。关于WP-SPTZNN模型

(25)的鲁棒性能，有如下定理。

定理 3  采用WP-SPTZNN模型(25)求解时变

非线性优化问题 (1)，当系统受到有界时变噪声

N (t )干扰，其中每个元素满足| ni(t ) | ≤ Δ且 εγr ≥ Δ

时，对于 μ > 20，WP-SPTZNN 模型(25)的计算误

差可在预设时间Tp处收敛于0，且误差轨迹在区间

(0,+∞)上至少具有C2连续性。

证明  当系统中存在有界噪声N (t )时，WP-

SPTZNN 模型(25)的误差动态方程可以被重新表

示为：

ėi(t ) = -ε ⋅ ϕ2(ei(t ) ) + ni(t ) (26)

构造李雅普诺夫函数Vi(t ) = | ei(t ) |，对时间求

导并结合式(26)可得：

V̇i(t ) = ( - εϕ2(ei(t ) ) + n (t ) )sgn (ei(t ) )
= -εϕ2(| ei(t ) | ) + n (t )sgn (ei(t ) )

(27)

② 当 t ∈ )[0,Tp 时，结合李雅普诺夫函数，将

式(17)代入式(27)可得：

V̇i(t ) ≤ -
εμt2 ⋅ Vi( )t

( )Tp - t ( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

+ Δ (28)

求解常微分不等式(28)，得到：

Vi(t ) ≤ e

εμ
10

ln

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú( )Tp - t

Tp ( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

T 2
p

1
3

×

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç

Vi(0) + ∫
0

t

Δe

-
εμ
10

ln

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú( )Tp - τ

Tp ( )T 2
p + 3Tpτ + 6τ2

T 2
p

1
3

dτ

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

       =
Vi( )0

u ( )t + Δ
∫

0

t

u ( )t dτ

u ( )t

(29)

其中，u (t ) =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê( Tp - t

Tp ) ( T 2
p + 3Tpt + 6t2

T 2
p )

1
3
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
-
εμ
10

。当

t → Tp 时，式(29)中的第一项
Vi( )0

u ( )t → 0，但第二

项不易直接计算，下面将对此进行讨论。

1) 当 lim
t → Tp
∫

0

t

u (τ )dτ = C，其中C ∈ R是未知常

数时，由于 lim
t → Tp

u (t ) = +∞，因此 lim
t → Tp

∫
0

t

u ( )τ dτ

u ( )t =

0。

2) 当 lim
t → Tp
∫

0

t

u (τ )dτ = ∞ 时，由洛必达法则

可得

lim
t → Tp

∫
0

t

u ( )τ dτ

u ( )t = lim
t → Tp

( )Tp - t ( )T 2
p + 3Tpt + 6t2

εμt2
= 0

(30)

综合两种情况，由式(29)可得，当 t → Tp 时，

ei(t ) → 0。

② 当 t ∈ )[Tp,+∞ 时，将式 (17)代入式 (27)中

可得：

V̇i(t ) = -εγc(1 + V 2
i (t ) ) (1 + β arctan |Vi(t ) | )

           -εγr(1 + V 2
i (t ) ) (1 + β arctan |Vi(t ) | )

           +n (t )sgn (ei(t ) )
       ≤ -εγc(1 + V 2

i (t ) ) (1 + β arctan |Vi(t ) | )
           -εγr + Δ ≤ 0

(31)

与定理 1 中的推导过程类似，可得 WP-

SPTZNN模型(25)的计算误差能实现预设时间收敛。

··7
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将误差动态中的可调参数设置为 ε = 1，与式

(28)-(29)的推导过程类似，可得WP-SPTZNN模型

(25)的计算误差表达式如下：

ei(t ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

v ( )t ( )ei( )0 + ∫
0

t

n ( )τ u ( )τ dτ , t ∈ )[0,Tp

0, t ∈ )[Tp,+∞

(32)

其中，v (t ) =
1

u ( )t 。由上述分析过程可知 v (Tp ) =

v̇ (Tp ) = v̈ (Tp ) = 0，因此，WP-SPTZNN模型(25)的

计算误差在预设时间 t = Tp处的一阶、二阶导数均

为 0，这意味着 WP-SPTZNN 模型(25)能在预设时

间处平滑收敛。由于存在噪声，计算误差在初始时

刻的导数不为0，因此误差轨迹在 (0,+∞)上二阶连

续可导，且该光滑性阶数随 μ的增大而提高。

证毕。

综上所述，WP-SPTZNN在求解时变非线性优

化问题(1)时，若无外界噪声干扰，系统误差在预

设时间处平滑收敛，且误差在 t ∈ )[0,+∞ 上至少为

C2连续。当存在噪声干扰时，WP-SPTZNN能抑制

噪声并使误差在预设时间处平滑收敛，但计算误差

的初态光滑性被非零扰动破坏，误差在 t ∈ (0,+∞)
上至少为C2连续。

3　数值仿真

本节针对时变非线性优化问题(1)和冗余机械

臂重复运动规划问题进行仿真来验证所提ZNN模

型和计算方案的有效性。

3.1　时变非线性优化问题

考虑时变非线性优化问题(1)如下：

min
0.5x1( )t 2

+ sin ( )0.1t x2( )t 2

+0.5x3( )t 2
+ cos ( )0.1t x4( )t 2

s.t.

cos ( )0.1x1( )t sin ( )0.1x2( )t + sin ( )0.2x3( )t
×cos ( )0.2x4( )t - 0.05sin ( )0.5t + 2 = 0,

cos ( )0.2x1( )t sin ( )x2( )t x3( )t + x2( )t
×sin ( )0.2x3( )t cos ( )x4( )t

-0.05sin ( )0.3t exp ( )x1( )t + x2( )t = 0

(33)

由第2节可知，该TVNO问题可通过拉格朗日

乘子法转化为矩阵方程，进而采用零化神经网络方

法进行求解。本小节将由 PTAFI(6)、PTAFII(7)、

PTAFIII(8) 分 别 构 建 的 PTCZNNI、 PTCZNNII、

PTCZNNIII 模型与本文提出的 SPTZNN、 WP-

SPTZNN模型进行对比，以验证本文所提方法的有

效性。5种零化神经网络模型的可调参数均设置为

ε = 1，预设时间设置为 Tp = 3s。平滑预设时间激

活函数和全程平滑预设时间激活函数的平滑增益分

别取 k = 3 和 μ = 21，其余参数选取 p = 0.5，ξ =

1.5。初始状态 x (0)和 λ (0)分别设置为[1,2,3,4]T
和

[0,0]T
。为降低网络计算复杂度，在无外界噪声干

扰下，平滑预设时间激活函数(9)和全程平滑预设

时间激活函数(17)中的F ( x)设置为线性激活函数。

5种零化神经网络模型求解时变非线性优化问

题的结果如图1~图5所示。图1展示了系统无外界

噪声干扰下状态解的收敛过程，其中，黑色实线表

示TVNO问题(33)的理论状态解。由图 1可知，对

于相对较大的初始误差E (0)，5种零化神经网络模

型的状态解均能在预设时间处收敛至理论解并保持

稳定，说明零化神经网络可精确求解时变非线性优

化问题。

为进一步比较所提模型的收敛性能，定义计算

误差 ε (t ) =  G ( )y ( )t ,t
2
。图2给出无噪声环境下5

种 ZNN 求解问题(1)的计算误差。由图 2(a)可知，

在预设时刻仅PTCZNNII的计算误差降低至 0.003，

其余四种模型的计算误差均收敛于 0。由图 2(b)和

 

 

(a)　状态x1(t )                   (b)　状态x2(t )

 

 

(c)　状态x3(t )                   (d)　状态x4(t )

图1　无噪声下5种ZNN状态解

··8
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图 2(c)可知，初始时刻处WP-SPTZNN计算误差的

一阶、二阶导数均为 0。在预设时间处，PTCZN‐

NII计算误差的一阶导数跳变幅度达到 915，二阶

导数跳变幅度达到 5×106，跳变幅度最大；PTC‐

ZNNI和PTCZNNIII计算误差的一阶导数跳变幅度

达到3，二阶导数跳变幅度达到1.5×104，二者跳变

幅度低于 PTCZNNII；而 SPTZNN 和 WP-SPTZNN

计算误差的一阶、二阶导数值均为0。上述结果验

证了 SPTZNN 在预设时刻的平滑收敛特性和 WP-

SPTZNN的全程平滑收敛特性。

在实际工业应用中，外部噪声干扰可能会导致

系统无法正常运行。为验证所提模型的抗噪能力，

考虑有界噪声ni(t ) = cos (1.5t )。为提高模型抑制噪

声的能力，平滑预设时间激活函数(9)和全程平滑

预设时间激活函数(17)中设置F ( x) = γ (1 +

)x2 ( β arctan | x | + 1)sgn ( x)，参数选取 γ = 2，

β = 2。由于 F ( x)中含有 sgn ( ⋅ )函数，该函数在

零点处存在跳跃间断点，受执行器惯性、传感器延

迟、数字采样等物理因素制约，实际系统可能发生

抖振现象。为避免这一现象，需采用连续光滑函数

近似替代F ( x)中的符号项，如式(34)所示。该近似

替代方法的有效性已得到完整证明[27]，此处不再

赘述。

γ sgn ( x) ≈ γ2 x
γ || x + υ

(34)

其中，υ > 0为很小的常数。图3给出有界噪声干扰

下 5 种 ZNN 求解问题(1)的计算误差。由图 3(a)可

知，PTCZNNI 和 PTCZNNII 无法有效抑制有界噪

声，而PTCZNNIII、SPTZNN和WP-SPTZNN于预

设时刻后计算误差恒为 0，能有效抑制有界噪声。

从图3(b)可知，PTCZNNIII的计算误差导数在预设

时间后出现抖振，而SPTZNN和WP-SPTZNN的计

算误差导数保持为0，收敛过程更平滑，表明本文

所提模型在有界噪声环境下仍能实现误差在预设时

刻的平滑收敛。

为说明平滑增益对计算误差收敛过程平滑性的

影响，在无外界噪声干扰下，设置不同增益值求解

时变非线性优化问题(33)。不同增益 k下 SPTZNN

计算误差收敛过程如图4所示，当 k = 0.5时，预设

时间处误差为0.01，大于其他增益下的误差值；当

0 < k ≤ 2时，误差及其导数的收敛过程不平滑；而

当 k = 2.5时，误差能在预设时间处平滑收敛，结

果与表 1一致。这验证了 k > 2是保证 SPTZNN计

算误差能在预设时间处平滑收敛的必要条件。不同

增益 μ下WP-SPTZNN计算误差收敛过程如图 5所

示，类似地，结果验证了 μ > 20 是保证 WP-

SPTZNN计算误差能在预设时间处平滑收敛的必要

条件。

3.2　冗余机械臂重复运动规划

考虑n自由度冗余机械臂，其关节角度和末端

执行器位置关系如下：

r (t ) = f (θ (t ) ) (35)

其中，r (t ) ∈ Rm为 t时刻机械臂末端执行器在笛卡

尔坐标系下的位置向量，θ (t ) ∈ Rn 为对应时刻的

关节角度向量，f (θ (t ) ):Rn → Rm表示关节角度与

 

 

(a)　计算误差 ε (t )

 

 

(b)　计算误差导数 ε̇ (t )

 

 

(c)　计算误差二阶导数 ε̈ (t )
图2　无噪声下5种ZNN计算误差
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机械臂末端位置间的非线性映射。由于式(35)的非

线性和冗余性，通常难以根据 r (t )反求解出 θ (t )，
需在关节角速度层面考虑问题。式(35)两边同时对

时间求导：

ṙ (t ) = J (θ (t ) ) θ̇ (t ) (36)

其中，ṙ (t ) ∈ Rm为 t时刻机械臂末端执行器在笛卡

尔坐标系下的速度向量，J (θ (t ) ) ∈ Rm × n表示雅可

比矩阵，θ̇ (t ) ∈ Rn为对应时刻的关节角速度向量。

考虑到关节角漂移现象，并为了实现机械臂末端执

行器误差的预设时间收敛，构建以下平滑重复运动

规划方案：

min
1
2
θ̇T( )t θ̇ ( )t + α ( )θ ( )t - θd( )0

T
θ̇ ( )t

s.t. J ( )θ ( )t θ̇ ( )t = ṙd( )t + κΨ ( )rd( )t - f ( )θ ( )t
(37)

其中，α > 0和 κ > 0是可调参数，θd(0) ∈ Rn 表示

期望的初始关节角度向量，rd(t ) ∈ Rm和 ṙd(t ) ∈ Rm

分别表示末端执行器的期望位置向量和期望速度向

量，Ψ ( ⋅ ):Rm → Rm 为约束修正函数。由式(1)和

式(3)可知，TVNO问题可以转化为时变矩阵方程求

解问题，则冗余机械臂重复运动规划问题(37)可以

转化为：

W (t )Y (t ) + P (t ) = 0 (38)

其中，

W ( )t =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úI J T( )θ ( )t

J ( )θ ( )t 0
,Y ( )t =

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úθ̇ ( )t

λ ( )t
,

P ( )t =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úα ( )θ ( )t - θd( )0

- ṙd( )t - κΨ ( )rd( )t - f ( )θ ( )t
定义误差 E (t ) = W (t )Y (t ) + P (t )，则式(38)

可通过构造误差动态方程 Ė (t ) = -ε ⋅ Φ (E (t ) )进行

求解。

选用自由度 n = 6的UR5冗余机械臂进行重复

运动规划仿真，采用WP-SPTZNN模型(18)作为求

解器。考虑到机械臂的初始位置可能不在期望运动

轨迹上，将末端执行器的初始位置设为 θ (0) =

 

 

(a)　计算误差 ε (t )

 

 

(b)　计算误差导数 ε̇ (t )

 

 

(c)　计算误差二阶导数 ε̈ (t )
图4　不同增益k下SPTZNN计算误差

 

 

(a)　计算误差 ε (t )

 

 

(b)　计算误差导数 ε̇ (t )
图3　有界噪声干扰下5种ZNN计算误差

··10



第 XX 期 仲国民等：求解时变非线性优化的平滑预设时间零化神经网络及其应用

θd(0) + Δθ (0)，其中期望初始角度θd(0)
= [ -π 2 ,-π 2 ,-π 2 ,-π 4 ,π 2 , ]0

T
，Δθ (0) =

[0,0.15,-0.25,0,0,0]T
。期望运动轨迹为李萨如

曲线，每个运动周期路径跟踪任务的持续时间为

10s。可调参数设置为 α = κ = 1，步长设置为 τ =

0.001。约束修正函数与全程平滑预设时间激活函

数(17)一致，WP-SPTZNN模型中的预设时间设置

为 Tp = 1s，增益设置为 μ = 30，其他参数设置与

4.1节数值算例中保持一致。

需要注意的是，本文所提预设时间零化神经网

络在实际应用中需要进行离散化处理，而离散化实

现时预设时间Tp的选取至关重要。若Tp过小，则

必须采用足够高的采样频率才能保证误差收敛精

度，且过小的Tp会导致误差变化率增大，这在机

械臂上体现为较高的关节角速度或角加速度，这些

要求通常受到硬件性能的限制；若Tp过大，则误

差收敛过程缓慢，这对采样频率要求较低，但容易

累积误差。因此，在实际应用中需要根据硬件性能

选取合适的Tp。

WP-SPTZNN模型(18)求解冗余机械臂重复运

动规划的结果如图 6-图 7所示。图 6给出了机械臂

完成重复运动规划任务时各关节运动轨迹，图中末

端执行器从初始位置出发，逐渐移动至期望轨迹，

完成一个周期的轨迹跟踪任务，验证了所提方法的

有效性。图7展示了机械臂完成重复运动规划任务

时各种参数变化曲线，由图 7(a)和图 7(b)可知，关

节角在任务周期结束时收敛至期望初始角度θd(0)，
关节角速度在任务周期的起始与终止时刻均为 0，

且角度与角速度轨迹平滑连续，说明冗余机械臂能

有效完成轨迹跟踪任务。图7(c)给出机械臂末端执

行器沿XYZ三轴的位置误差 er(t )，各轴误差均在

预设时刻收敛并稳定在10-4量级。

为说明所提计算方案的有效性，给出采用带预

设时间激活函数 I(8)的 PTCZNNI模型求解常规冗

余机械臂重复运动规划方案的结果，其中约束修正

函数为线性激活函数。如图8(b)所示，预设时刻 t =

1s处关节角速度出现尖峰，表明其变化不平滑，这

 

 

(a)　计算误差 ε (t )

 

 

(b)　计算误差导数 ε̇ (t )

 

 

(c)　计算误差二阶导数 ε̈ (t )
图5　不同增益μ下WP-SPTZNN计算误差 (a)　关节运动轨迹

(b)　末端执行器运动轨迹

图6　WP-SPTZNN模型(18)求解冗余机械臂重复运动规划时各关节的

运动轨迹
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可能导致无法顺利完成轨迹跟踪任务。由图8(c)给

出的机械臂末端执行器位置误差轨迹可知，因常规

计算方案中位置误差部分的线性设计，误差收敛时

间约为 8s，显著大于本文所提计算方案中 1s的收

敛时间。综上所述，通过引入非线性约束修正函

数，平滑重复运动规划计算方案可实现机械臂末端

执行器位置误差在预设时刻的平滑收敛，提升轨迹

跟踪精度。

4　结束语

本文提出两种平滑预设时间ZNN模型。相较

于现有预设时间ZNN，所提模型在求解时变非线

性优化问题时实现了误差轨迹的平滑收敛。理论分

析了SPTZNN和WP-SPTZNN模型的预设时间收敛

性，证明了SPTZNN模型误差在预设时间处的平滑

性以及WP-SPTZNN模型误差在全时间区间的平滑

性，并总结了平滑增益与误差轨迹平滑性之间的关

系。仿真结果表明，所提模型可实现时变非线性优

化问题的预设时间平滑求解；同时，所提平滑重复

运动规划计算方案在保证机械臂有效完成轨迹跟踪

任务的前提下，实现了末端执行器位置误差在预设

时刻的平滑收敛。未来将针对更复杂的噪声环境，

进一步研究鲁棒性更强的预设时间ZNN模型，并

考虑动力学特性对机械臂重复运动规划的影响。
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