
第 XX 卷第 XX 期

XXXX 年XX 月

通 信 学 报
Journal on Communications

Vol.XX   No.XX

XX XXXX

旋转对称3-弹性函数的等价刻画

张慧 1，陈晓婷 1，王宏盼 1，杜蛟 1，李功丽 2，王天银 3

（1.河南师范大学数学与统计学院(密码学院)，河南 新乡 453007；2.河南师范大学计算机与信息工程学院，河南 新乡 453007；3.洛阳师

范学院通信工程学院，河南 洛阳 471934）

摘 要：旋转对称布尔函数凭借优良的密码学特性, 在分组密码S盒与Hash函数的设计中得到广泛应用, 是对称

密码领域的研究热点 . 本文建立了旋转对称3-弹性函数的两类等价刻画形式 . 通过定义旋转对称轨道的3-重分布

矩阵, 推导出旋转对称函数满足3-弹性性质的充要条件; 另外结合弹性函数与正交表的关系, 将旋转对称3-弹性函

数的构造问题转化为特定方程组的求解问题 .
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Abstract: Rotation symmetric Boolean functions (RSBFs) are widely employed in the design of block cipher S-boxes 

and hash functions due to their strong cryptographic characteristics. In this paper, two types of equivalent characteriza‐

tions for rotation symmetric 3-resilient functions are established. By defining the concept of the 3-tuples distribution ma‐

trix of rotation symmetric orbits, we deduce the necessary and sufficient conditions for a rotation symmetric function to 

satisfy the 3-resilience property. Furthermore, combining the intrinsic relations between resilient functions and orthogo‐

nal arrays, it is shown that the constructions of 3-resilient RSBFs are equivalent to solving a system of equations.
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0　引言

1949年, Shannon提出的扩散与混淆的经典思

想已发展成为对称密码设计领域的通用准则[1]. 为

实现高效的混淆与扩散效果, 抵御最佳仿射逼近攻

击[2]、线性攻击[3]、相关攻击[4]及差分攻击[5]等各

类常见的密码攻击手段, 密码学研究中使用的布尔

函数需满足相应的安全性指标, 包括平衡性、代数

免疫度、代数次数、非线性度、相关免疫度、差分
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均匀度和严格雪崩准则等 . 然而, 这些安全性指标

之间存在相互约束的关系, 因此, 如何设计出能够同

时满足多项安全性指标的布尔函数, 始终是密码学

领域中亟待深入探索的一个重要课题 .

1998 年 , Filliol 和 Fontaine 在 Eurocrypt 会议上

首次提出[6]旋转对称布尔函数, 该类函数具有结构

简单、存储需求低和运算效率高等优点 . 1999年, 

Pieprzyk和Qu对该类函数在哈希算法轮函数中的

应用展开了系统性研究[7]. 截至目前, 旋转对称布尔

函数已成功应用于 MD4、MD5 和 HAVAL 等 Hash

算法[7]设计中, 同时在组合设计、序列设计等相关

领域也彰显出重要的应用价值[8-9]. 在理论研究层

面, 国内外研究者围绕旋转对称布尔函数展开了深

入的研究, 内容涵盖旋转对称轨道个数的分析[10-11]、

具有最优代数免疫度的旋转对称布尔函数构

造[12-13]、旋转对称 bent 函数构造[14-15]以及旋转对

称弹性函数[16-18]构造等多个方向 .

1984年, Siegenthalar在[19]中首次提出m阶相

关免疫函数的概念, 并推导出该类函数的一个充分

性判定条件 . 此后, Chor等学者在计算机科学基础

研讨会上进一步提出弹性函数的概念[20]. 1993年, 

Stinson揭示了弹性函数与正交表大集之间的内在

关系[21]. 2014年, Du等[16]基于这一关联, 将弹性函

数的构造问题转化为方程组的求解问题 . 在此基础

上, Du、Pang和Sun等人针对有限域上任意元旋转

对称1-弹性和2-弹性函数构造和计数问题开展了深

入研究[16-18,22-23]. 2019 年 , Sun 等人基于 Maiorana-

McFarland 函数的二级构造框架 , 提出了一类

2m  (m ≥ 5)元旋转对称 1-弹性函数[22], 该类函数的

代数次数代数可达 2m - 2, 非线性度下界为 22m - 1 -

2m - 4m + 8. 2022 年， Du 等[18,23] 基于循环 Had‐

amard矩阵的性质, 成功构造出具有较高非线性度

的旋转对称 2-弹性函数 . 随后, Du等[17,24]通过引入

数对分布矩阵这一关键研究工具，构造出若干新的

旋转对称2-弹性函数 .

本文研究了两类旋转对称 3-弹性函数的刻画 . 

首先, 通过引入旋转对称轨道的3-重分布矩阵, 推导

出构造一类旋转对称 3-弹性函数的充分必要条件; 

其次, 结合弹性函数与正交表之间的联系, 将旋转对

称3-弹性函数的构造问题转化为特定代数方程组的

求解问题 .

1　预备知识

设 F n
2 为有限域 F2 上的 n 维向量空间 , 映射 f:

F n
2 → F2表示为 n元布尔函数 . 记Bn为F n

2 上全体 n

元布尔函数构成的集合, +和⊕分别表示实数域和

有限域F2 上的求和运算 . 设 x = ( x1,x2,⋯,xn ) ∈ F n
2 , 

定义 x 的共轭为 x̄ = ( x1⊕1,x2⊕1,⋯,xn⊕1) ∈ F n
2 , x

的支撑集为 supp ( x ) = { i|xi = 1,1 ≤ i ≤ n }, 集合

supp ( x )中所含元素的个数称为向量x的汉明重量, 

记 f ( x ) 的 支 撑 集 为 supp ( f ) = { x|f ( x ) =

1,x ∈ F n
2 }, 如果将F n

2 中所有向量x ∈ F n
2 按字典序从

小到大排列, 则布尔函数 f的真值表为

( f (0,⋯,0,0 ),f (0,⋯,0,1),⋯,f (1,⋯,1,1) ).
每一个布尔函数都可以被它的真值表唯一表

示 . 对任意 f ∈ Bn, f的真值表中所含 1的个数称为 f

的 汉 明 重 量 , 记 为 wt ( f ) 或 者 | supp ( f ) |. 若
wt ( f ) = | supp ( f ) | = 2n - 1, 则称函数 f是平衡的 . 设

矩阵 A = (aij )n × m 和 B = (bij )n × m 的 Kronecker 积记

作A ⊗ B, 这里我们用AT表示矩阵A的转置 . 0s和

1s分别表示元素全为0和1的1 × s行向量 .

给定一个函数 f ∈ Bn, 若它的支撑集 supp ( f )中

有w个向量 a1,a2,⋯,aw, 将这w个向量作为行向量, 

若不引起混淆, 则 f的支撑集也可以表示为如下支撑

矩阵的形式[16]:

supp ( f ) =
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.

设向量 x = ( x1,x2,⋯,xn )∈F n
2 , 对任意的 0 ≤ l ≤

n - 1, 定义

ρl
n( x1,x2,⋯,xn ) = ( ρl

n ( x1 ),ρl
n ( x2 ),⋯,ρl

n ( xn )),
这里ρl

n ( xi ) = xi + l (mod n )
[7].

定义1 [7] 设 f是F n
2 上的n元布尔函数, 若对任

意 的 x = ( x1,x2,⋯,xn ) ∈ F n
2 , 都 满 足

f ( ρl
n( x1,x2,⋯,xn ) ) = f ( x1,x2,⋯,xn ), 其中 0 ≤ l ≤ n -

1, 则 f是旋转对称布尔函数 .

定义2[16,21] 设A是一个F2上的ω × n矩阵, 若A

的任意 d列组成的子矩阵的行向量中, F d
2 中的每一

个向量都出现相同次数, 则称A是 2水平、 强度 d

的正交表, 记为OA (ω,n,2,d ).

··2
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定义 3[21,25] 假设函数 f ∈ Bn, 则 f被称为 d阶相

关免疫函数 (d-Correlation Immune function, d - CI)

当 且 仅 当 其 支 撑 矩 阵 是 一 个 正 交 表

OA (| supp ( f ) |,n,2,d ). 特别地 , 如果 | supp ( f )| =

2n - 1成立, 则 f为d阶弹性函数 .

引理1 [26] f ∈ Bn是 t阶相关免疫函数, 当且仅

当对 F n
2 中满足 1 ≤ wt (α ) ≤ t 的 α, 都有 Sf (α ) = 0, 

其中 Sf (α ) = ∑
x ∈ F n

2

f ( x ) (-1)α ⋅ x 是 f在点 α处的 Fou‐

rier变换 .

借助关系 (-1) f ( x ) = 1 - 2f ( x ), 可得到 Sf (α ) 与

Wf (α )的关系:

Wf (α ) =
ì
í
î

-2Sf (α ),α ≠ 0,

2n - 2Sf (α ),α = 0.
(1)

2　n元3-弹性旋转对称布尔函数的刻画

本文通过两种方法给出旋转对称3-弹性函数的

等价刻画 . 首先, 定义了旋转对称轨道的 3-重分布

矩阵, 推导其与3-弹性性质的充要关系; 再基于弹性

函数与正交表的关系 , 将构造问题转化为方程组

求解 .

2.1　3-重分布矩阵

任 取 x = ( x1,x2,⋯,xn ) ∈ F n
2 且 wt ( x ) = ω, 若

|On ( x )| = l 且满足 n = s × l, 则其轨道矩阵[17,24]表

示为

On ( x ) =
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         = ( )X1,X2,⋯,Xn

= 1s ⊗( X1,X2,⋯,Xl )
其中 Xi 表示矩阵 On ( x ) 的第 i 列 . 在子矩阵

( Xi,Xj,Xt )的行向量中, 记3-重(3-tuples)

(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), 
(1,1,0), (1,1,1)出现的频次分别为N0, N1, N2, N3, N4, 

N5, N6, N7, 称 ( N0,N1,N2,N3,N4,N5,N6,N7 ) 为子矩阵

( Xi,Xj,Xt )的 3-重分布(3-tuples distribution); 如果一

个矩阵的每一行都是某一个子矩阵 ( Xi,Xj,Xt )的 3-

重分布, 具有最少的行数, 则该矩阵称为轨道On ( x )

的3-重分布矩阵, 其中1 ≤ i < j < t ≤ n, 则有
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N0 + N1 + N2 + N3 = l -
ω
s

N0 + N4 + N2 + N6 = l -
ω
s

N0 + N4 + N1 + N5 = l -
ω
s

N4 + N5 + N6 + N7 =
ω
s

N1 + N5 + N3 + N7 =
ω
s

N2 + N6 + N3 + N7 =
ω
s

进一步得到

ì
í
î

ïï

ïïïï

N4 + N6 = N1 + N3

N4 + N5 = N2 + N3

N1 + N5 = N2 + N6

且

N7 + N5 - N2 - N0 =
2ω
s

- l.

定理 1  令 n ≥ 4，假设 x ∈ F n
2 满足 |On ( x )| =

n, 3-重 (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), 
(1,1,0), (1,1,1) 在 On ( x ) = ( X1,X2,⋯,Xn ) 的子矩阵

( X1,X1 + n1
,X1 + n1 + n2 )的行向量中出现的次数分别记

作 bi1, bi2, bi3, bi4, bi5, bi6, bi7, bi8, 其中 n1,n2是正整数

且 n1 + n2 ≤ n - 1. 则 On ( x ) 的 3-重分布矩阵 B3
On ( x )

可表示为

B3
On ( x ) =
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b21 b22 b23 b24 b25 b26 b27 b28⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
bN1 bN2 bN3 bN4 bN5 bN6 bN7 bN8

         = ( )b1,b2,b3,b4,b5,b6,b7,b8

其中N = C 2
n - 1.

证明  任取两个正整数 n1,n2, 满足 n1 + n2 ≤
n - 1. 选择轨道矩阵 On ( x ) 的第 1, 1 + n1, 1 + n1 +

n2 列组成子矩阵, 若On ( x )的任意列数为 3的子矩

阵( Xi,Xj,Xt )满足

j - i ≡ n1 (mod n )

t - j ≡ n2 (mod n )

i - t ≡ n - (n1 + n2 ) (mod n )
(2)

根据文献[16], 存在一个置换矩阵P, 使得Xi =

P i - 1 X1, Xj = P j - n1 - 1 X1 + n1
= P i - 1 X1 + n1

, Xt =

P t - n1 - n2 - 1 X1 + n1 + n2
= P i - 1 X1 + n1 + n2

, 即 ( Xi,Xj,Xt ) =

··3
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P i - 1( X1,X1 + n1
,X1 + n1 + n2 ). 因 此 , ( Xi,Xj,Xt ) 与

( X1,X1 + n1
,X1 + n1 + n2 )中的每个 3-重分布出现的次数

相同 . 将满足(2)式的所有列数为 3的子矩阵记作一

个集合, 其中 ( X1,X1 + n1
,X1 + n1 + n2 )为该集合的代表

子矩阵 .

这里 n1,n2的所有取值情况如表 1所示 . 记N为

轨道矩阵On ( x )的所有列数为3的代表子矩阵的总

个数, 则

N = (n - 2 ) + (n - 3) + ⋯ + 1

   =
(n - 1) (n - 2 )

2
  = C 2

n - 1.

证毕 .

例 1  计算 O5 ( x ) 的 3-重分布矩阵 , 其中 x =

(1,0,0,0,0 ).

首先由 x = (1,0,0,0,0 ) ∈ F 5
2，根据轨道矩阵的

定义，通过循环左移变换得到轨道矩阵

O5 ( x ) =
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= ( X1,X2,X3,X4,X5 )

根据定理 1, 写出所有代表子矩阵的 3-重分布 . 

以 ( X1,X2,X3 ) 为 例 , 3- 重 (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), 
(0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1) 在 子 矩 阵

( X1,X2,X3 )中出现的次数依次为 2, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 

则B3
O5 ( x ) 的第一行为 (2, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0 ), 且代表子

矩阵的个数(即 3-重分布矩阵的行数)为C 2
4 = 6, 所

以O5 ( x )的3-重分布矩阵为

B3
O5 ( x ) =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0
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2 1 1 0 1 0 0 0

,

类似的方法, 可以计算所有的O5 ( x )的 3-重分布矩

阵, 参见下文中的表2.

推论 1  任取 x ∈ F n
2 , 轨道On ( x̄ ) 的 3-重分布

矩阵为

B3
On ( x̄ ) = (b8,b7,b6,b5,b4,b3,b2,b1 ).

证明  对任意的 x = ( x1,x2,⋯,xn ) ∈ F n
2 , x̄ =

( x1⊕1,x2⊕1,⋯,xn⊕1), 由 On ( x ) = ( X1,X2,⋯,Xn ), 
易知 On ( x̄ ) = ( X̄1,X̄2,⋯,X̄n ), 设多重集 R 和 N 分别

表示 ( X1,X1 + n1
,X1 + n1 + n2 )和 ( X̄1,X̄1 + n1

,X̄1 + n1 + n2 )中
的所有行向量, 则多重集R和N的元素之间存在一

一对应关系, 即

R ↔ N

(0,0,0 ) ↔ (1,1,1)

(0,0,1) ↔ (1,1,0 )

(0,1,0 ) ↔ (1,0,1)

(0,1,1) ↔ (1,0,0 )

(1,0,0 ) ↔ (0,1,1)

(1,0,1) ↔ (0,1,0 )

(1,1,0 ) ↔ (0,0,1)

(1,1,1) ↔ (0,0,0 )

根 据 定 理 1 可 知 B3
On ( x̄ ) =

(b8,b7,b6,b5,b4,b3,b2,b1 ). 证毕 .

引理 2  设 f 是 n 元旋转对称布尔函数 , 

supp ( f ) = (c1,c2,⋯,cn )是 f 的支撑矩阵 , 则 f 是 3 -

CI 当 且 仅 当 (c1,c1 + n1
,c1 + n1 + n2 ) 是 一 个

OA (| supp ( f )|,3,2,3), 其中 n1,n2 是正整数且 n1 +

n2 ≤ n - 1. 特别地 , 若 f 是 3-弹性函数当且仅当

| supp ( f )| = 2n - 1.

  表1　 代表子矩阵的所有情况

n1

1

1

1

⋮
1

2

2

2

⋮
2

⋯
n - 2

n2

1

2

3

⋮
n - 2

1

2

3

⋮
n - 3

1

代表子矩阵

( X1,X2,X3 )

( X1,X2,X4 )

( X1,X2,X5 )

⋮
( X1,X2,Xn )

( X1,X3,X4 )

( X1,X3,X5 )

( X1,X3,X6 )

⋮
( X1,X3,Xn )

( X1,Xn - 1,Xn )

总数

n - 2

n - 3

1

··4
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证明  首先 , 若 f 是 3 - CI 的 , 则 supp ( f ) =

(c1,c2,⋯,cn ) 构成一个 OA (| supp ( f )|,n,2,3), 于是

(c1,c1 + n1
,c1 + n1 + n2 ) 是一个 OA (| supp ( f )|,3,2,3). 其

次 , 若 (c1,c1 + n1
,c1 + n1 + n2 ) 是 一 个

OA (| supp ( f )|,3,2,3), 则由定理 1的证明知, 满足(2)

式的 (ci,cj,ct ) 也是一个 OA (| supp ( f )|,3,2,3), 
这就蕴含了以(c1,c1 + n1

,c1 + n1 + n2 )为代表子矩阵的集

合中每个元素都是OA (| supp ( f )|,3,2,3). 当 n1,n2取

遍表1的所有情况时, supp ( f )的任意列数为3的子

矩阵均为 OA (| supp ( f )|,3,2,3), 即 supp ( f ) 是一个

OA (| supp ( f )|,n,2,3), 于是 f是 3 - CI的 . 特别地, 若

f是3-弹性函数当且仅当 | supp ( f )| = 2n - 1. 证毕 .

2.2　利用3-重分布矩阵间接构造

对任意 x = ( x1,x2,⋯,xn ) ∈ F n
2 , 本节选择如下两

个n元旋转对称(n - 1)-弹性函数

f1 ( x ) = x1⊕x2⊕⋯⊕xn,

f2 ( x ) = f1 ( x )⊕1.

f1 和 f2 的 支 撑 集 分 别 为 supp ( f1 ) =

{x ∈ F n
2 |wt ( x )为奇数 } 和 supp ( f2 ) =

{x ∈ F n
2 |wt ( x )为偶数 }. 假设存在集合 T 使得 T =

T1 ∪ T2 ⊆ F n
2 , 其中 T1,T2 是一些轨道的并集 , 且

T1 ⊆ supp ( f1 ), T2 ⊆ supp ( f2 ), 通过修改 f1 的支撑

集, 我们构造一个新的函数

f ( x ) =
ì
í
î

f1 ( x )⊕1, x ∈ T,

f1 ( x ), 其他.

定理 2  符号定义同上 . 令 n ≥ 5 是一个正整

数, 则 f是n元旋转对称3-弹性函数当且仅当存在子

集合 T1 和 T2 使得它们的 3-重分布矩阵满足 B3
T1

=

B3
T2

.

证明  由引理 2知 f是 n元旋转对称 3-弹性函

数当且仅当 f的支撑矩阵 1f 是一个OA (2n - 1,n,2,3), 
即 f是n元旋转对称3-弹性函数当且仅当

B3
supp ( f ) = ∑

On ( x ) ⊆ supp ( f )

B3
On ( x )

=

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷
2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4

2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4 2n - 4

N × 8

由于 supp ( f )和 supp ( f1 )的3-重分布矩阵分别为

B3
supp ( f ) = B3

T2
+ B3

supp ( f1 )\T1
和 B3

supp ( f1 ) = B3
T1

+

B3
supp ( f1 )\T1

, 其 中 supp ( f ) \T1 表 示 子 集 合 T1 在

supp ( f )的补集, 从而得到 B3
supp ( f ) - B3

supp ( f1 ) = B3
T2

-

B3
T1

. 因此B3
T1

= B3
T2
当且仅当B3

supp ( f ) = B3
supp ( f1 ). 从而

f是 n元旋转对称 3-弹性函数当且仅当存在T1和T2

满足B3
T1

= B3
T2

. 证毕 .

例 2  已知 f1 ( x ) = ⊕5
i = 1 xi是旋转对称 4-弹性

函数 . 现利用3-重分布矩阵对该函数进行二次构造, 

具体步骤如下:

首先, 表 2中列出了所有 5元向量的 3-重分布

矩阵 .

其次, 根据定理 2, 任取集合 T1 中的两个轨道, 

代表元为 (1,0,0,0,0 ) 和 (1,1,1,0,0 ), 考虑它们的 3-重

分布矩阵之和为

B=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
2 2 1 1 2 0 1 1
2 2 1 1 1 1 2 0
2 2 2 0 1 1 1 1
2 1 1 2 2 1 1 0
2 1 2 1 1 2 1 0
2 1 2 1 2 1 0 1

.

经搜索计算可知, 集合T2中不存在任何两个轨

道的3-重分布矩阵之和等于B. 更一般地, 对于满足

条件 |T1 | = |T2 |的任意集合 T1,T2, 通过计算可验证

等式B3
T1

= B3
T2
均不成立 . 这表明不存在新的旋转对

称3-弹性函数 .

2.3　利用正交表直接构造

定义矩阵 A = (aij )n × m 和 B = (bij )n × m 的 Schur

积记作A ∘ B = (aijbij )n × m，

U =

æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
u0

u1⋮
u

2n - 1 2n × n

=

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷
0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 ⋯ 1 2n × n

=

(uij )2n × n
,

其中1 ≤ i ≤ 2n, 1 ≤ j ≤ n. 定义[16]

··5
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V = (vij )2n × n
= ( (-1)

uij )
2n × n

  =

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷
1 1 ⋯ 1
1 1 ⋯ -1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
-1 -1 ⋯ -1 2n × n

  = (v1,v2,⋯,vn )

,

V2 = (v1 ∘ v2,v1 ∘ v3,⋯,v1 ∘ v
é ù(n + 1) /2

),

V3 = (v1 ∘ v2 ∘ v3,v1 ∘ v2 ∘ v4,⋯,v1 ∘ vn - 1 ∘ vn ).

定理3  符号定义同上，设C
2n - 1

= { 2n - 1 }表

示为一个特殊的分圆陪集，令 Γ+
2 (n )={所有 Ζ

2n - 1

中的陪集首}∪C
2n - 1

，则 n元布尔函数 f是旋转对称

3-弹性函数当且仅当方程组

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

∑
s ∈ Γ+

2 (n )

ns ⋅ ys = 2n - 1

∑
s ∈ Γ+

2 (n )

ns ⋅ wt (vs )
n

⋅ ys = 2n - 2

( y0,y1,⋯,y
2n - 1

)V2 = 0
é ù(n - 1) 2

( y0,y1,⋯,y
2n - 1

)V3 = 0N

至少有一个解 .

证明  由文献[16]知, f是旋转对称2-弹性函数

当且仅当方程组的前三个等式至少有一个解, 因此, 

证明定理 3等价于, 已知 f是 n元旋转对称 2-弹性布

尔函数 , 证明 f 是旋转对称 3-弹性函数当且仅当

( y0,y1,⋯,y
2n - 1

)V3 = 0N有解 .

若 ( y0,y1,⋯,y
2n - 1

)V3 = 0N 有解, 由引理 2, 仅需

证明 (c1,c1 + n1
,c1 + n1 + n2 )是一个 OA (2n - 1,3,2,3). 已

知 f是旋转对称2-弹性函数, 则(c1,c1 + n1
,c1 + n1 + n2 )是

一个OA (2n - 1,3,2,2 ), 即

ì
í
î

ïï

ïïïï

N0 + N1 = N2 + N3 = N4 + N5 = N6 + N7 = 2n - 3

N0 + N2 = N1 + N3 = N4 + N6 = N5 + N7 = 2n - 3

N0 + N4 = N1 + N5 = N2 + N6 = N3 + N7 = 2n - 3

根据( y0,y1,⋯,y
2n - 1

)V3 = 0N知

N0 + N3 + N5 + N6 = N1 + N2 + N4 + N7 = 2n - 2

经计算得

N0 = N1 = N2 = N3 = N4 = N5 = N6 = N7 = 2n - 4

故(c1,c1 + n1
,c1 + n1 + n2 )是一个OA (2n - 1,3,2,3).

若 f是旋转对称3-弹性函数, 则对任意的α ∈ F n
2

满足 supp (α ) = { 1,1 + n1,1 + n1 + n2 }, 有 Wf (α ) =

  表2　 F 5
2 上轨道代表元及其3-重分布矩阵

编号

(1)

(2 )

编号

(3)

(4 )

(5)

(6 )

(7 )

(8)

轨道代表元

(0,0,0,0,0 )

(1,0,0,0,0 )

轨道代表元

(1,1,0,0,0 )

(1,1,1,0,0 )

(1,0,1,0,0 )

(1,1,0,1,0 )

(1,1,1,1,0 )

(1,1,1,1,1)

3-重分布矩阵

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0 0

3-重分布矩阵

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
1 1 0 1 1 0 1 0
0 2 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 2 0 0 0
0 1 2 0 1 1 0 0
1 0 1 1 1 1 0 0

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
0 1 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 2 0
0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 2 1 1 1 0
0 0 1 1 0 2 1 0
0 0 1 1 1 1 0 1

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
0 1 2 0 1 1 0 0
1 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 2 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0 1 0
0 2 1 0 1 0 1 0

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
0 0 1 1 0 2 1 0
0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 2 1 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 2 0

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
0 0 0 1 0 1 1 2
0 0 0 1 0 1 1 2
0 0 0 1 0 1 1 2
0 0 0 1 0 1 1 2
0 0 0 1 0 1 1 2
0 0 0 1 0 1 1 2

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1
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0. 由 (1) 式 , 我 们 得 到 Sf (α ) = 0, 即

( y0,y1,⋯,y
2n - 1

) (u1 ∘ u1 + n1
∘ u1 + n1 + n2

) = 0. 当 n1,n2

取 遍 表 1 中 各 种 可 能 的 取 值 时 , 等 式

( y0,y1,⋯,y
2n - 1

)V3 = 0N成立 . 证毕 .

3　结束语

本文围绕旋转对称3-弹性函数的构造与刻画问

题展开研究 . 通过引入旋转对称轨道的3-重分布矩

阵, 我们提出了一种间接构造旋转对称 3-弹性函数

的方法, 并证明了其可行性 . 同时, 基于弹性函数与

正交表之间的关系, 我们将旋转对称 3-弹性函数的

构造问题转化为特定代数方程组的求解问题, 为此

类函数的系统性构造提供了另一条理论路径 .
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